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INTRODUCAO

O Begriffsschrift, o Die Grundlagen der Arithmetik e os Grundgesetze der
Arithmetik representam trés etapas do programa logicista de Frege de reducao da
aritmética a légica. No Begriffsschrift, publicado em 1879, Frege introduz (pela
primeira vez na historia) o célculo de predicados (de todas as ordens) com axiomas
e regras de inferéncia descritas em termos puramente sintacticos. Em 1884, nos
Grundlagen, Frege expde informalmente o seu programa, apresenta um rascunho de
algumas demonstracdes e discute algumas posicdes de fildsofos e mateméaticos no
gue respeita os fundamentos da aritmética. Em 1891 Frege adiciona ao seu sistema
de logica o célebre axioma (v) segundo o qual dois conceitos tém a mesma
extensdo se e s6 se forem verdadeiros exactamente dos mesmos objectos. Frege
acreditava que este axioma era “indemonstravel” e devia “ser visto como uma lei
fundamental da légica”.! Dois anos mais tarde, em 1893, Frege publica o primeiro
volume dos Grundgesetze. Neste livro Frege pretendia expor o seu projecto logicista
de uma forma acabada, incluindo demonstracfes formais detalhadas dos resultados
mais importantes. No entanto, em 1902, antes da publicacdo do segundo volume,
Frege recebe uma carta de Russell informando-o da existéncia de uma
inconsisténcia — o Paradoxo de Russell — no seu sistema de l6gica.”? Em Outubro

deste mesmo ano, no Apéndice ao segundo volume dos Grundgesetze, Frege tenta

eliminar a inconsisténcia do seu sistema restringindo o ambito do axioma (v). No

! Em Funktion und Begriff, traducéo inglesa Function and Concept em P.Geach e M.Black (ed.),
Translations from the Philosophical Writings of Gottlob Frege, Oxford University Press, 1952, p.26.
% publicada em Jean van Heijenoort (ed.), From Frege to Godel, a Source Book in Mathematical

Logic, 1879-1931, Harvard University Press, 1967.



entanto, Nnos anos que se seguiram Frege foi tomando consciéncia que a sua
solugéo nédo funcionava e, por volta de 1924, acabou mesmo por adoptar uma nova
filosofia da aritmética. Agora, Frege defendia que a aritmética ndo pode ser
fundamentada sé na légica: ela assenta também em intuic6es temporais e espaciais
sendo, portanto, sintética.>

Entretanto, olhando para o programa logicista de Frege de uma perspectiva
contemporanea, existem varias razdes para tentar eliminar a inconsisténcia
alterando o menos possivel o sistema formal dos Grundgesetze. Podemos, por um
lado, querer saber quao proximo Frege ficou de terminar o seu programa, e qual a
origem exacta da inconsisténcia. Por outro lado podemos estar interessados na
defesa de um programa neo-logicista de reducdo da aritmética a logica, em
encontrar sistemas consistentes que interpretem (alguma) aritmética e cujos
axiomas possam ser interpretados como verdades ldgicas. Por ultimo, podemos
estar simplesmente interessados, em geral, em interpretacfes da aritmética em
teorias formais, nos axiomas fundamentais destas teorias e na sua for¢ca dedutiva e
consisténcia.

No que se segue vamos introduzir o sistema formal dos Grundgesetze — GG —
mostrar como Frege definiu, neste sistema, as noc¢fes aritméticas mais basicas,
mostrar como interpretar, a partir destas definicbes, os axiomas da aritmética de
segunda-ordem — PA2 — e mostrar como interpretar o Paradoxo de Russell.

De seguida vamos tentar determinar qual a origem ou causa da inconsisténcia do

sistema GG. Isto vai levar-nos a estudar a forca dedutiva de alguns sub-sistemas

% Ver, a este respeito, G.Frege, “Ein neuer Versuch einer Grundlegung der Arithmetik”, traducéo
inglesa “A New Attempt at a Foundation for Arithmetic” em H.Hermes, F.Kambartel, F.Kaulbach (ed.),

Gottlob Frege, Posthumous Writings, Oxford University Press, 1979.
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consistentes de GG resultantes da eliminacdo em GG de alguns aspectos que
parecam ser responsaveis pela inconsisténcia.

Finalmente tentaremos avaliar a viabilidade de um programa neo-logocista dos
fundamentos da aritmética a luz dos resultados obtidos nos capitulos precedentes
procurando determinar até que ponto alguns dos sistemas estudados podem ser

interpretados como sistemas légicos.



CAPITULO I:

O PARADOXO DE RUSSELL

1. O sistema formal — GG — dos Grundgesetze der Arithmetik

No que se segue vamos apresentar o sistema formal dos Grundgesetze, GG. Em
vez da notacdo que o proprio Frege utilizou vamos adoptar uma notacéo
contemporanea. Nada de importante sera alterado com esta mudanca de notacao.
Vamos também limitar-nos ao fragmento de segunda-ordem do sistema original de
Frege.

A linguagem de GG é a linguagem da logica de segunda-ordem que, para além
das habituais constantes légicas, contém:

(a) Variaveis para objectos: “a”,"b”,..., “X”, “y”, “z”, etc.;

(b) Variaveis para conceitos de primeira-ordem: “F”, “G”, “H”, etc.;

(c) Variaveis para relacoes binarias de primeira-ordem: “P”, “Q”, “R”, etc.;
Para além destas expressdes a linguagem de GG contém a expressao-funcional “*”
(“a extensao de...”) para uma funcéo entre conceitos e objectos.

GG consiste numa axiomatizacéo da légica de segunda-ordem plena* acrescida

do célebre axioma (v) que governa a expressao-funcional “":

* Dizemos que a légica de segunda-ordem é “plena” quando inclui o axioma da compreens&o
(comp): IAFVX(FX<>A(X))
gue afirma, para cada formula A(x), a existéncia de um conceito verdadeiro apenas dos objectos dos

quais ela é verdadeira. Note-se que este Ultimo axioma nao foi explicitamente formulado por Frege.
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(V): ~F=7G o VX(FxoGx) °
e segundo o qual dois conceitos tém a mesma extensdo se e s6 se forem
verdadeiros exactamente dos mesmos objectos.
Frege define neste sistema as nocdes aritméticas mais basicas (i.e. 0s numeros
naturais 0, 1, 2, 3, etc., o conceito de nimero natural, e as operacfes da adicdo e da
multiplicacdo) e consegue demonstrar, como veremos na préxima seccao,

relativizacbes a um determinado predicado de todos os axiomas de PA2.° Aqui

No entanto, ao aceitar que qualquer formula possa ser substituida por uma variavel de segunda-
ordem Frege estava, implicitamente, a aceitar este axioma.

Note-se que a expressao “A(x)” funciona aqui como uma variavel sintactica, ou seja, uma
variavel cujos valores sao férmulas da linguagem-objecto em que a variavel “x” ocorre livre. Através
do uso de varidveis sintacticas e do uso das aspas rectas {” e “I" é possivel citar determinados
conjuntos de expressdes da linguagem-objecto. Dizer, por exemplo, que a frase [3xF| é verdadeira
para todos os predicados F € dizer que todas as frases que se obtém pela substituicdo do simbolo “t”
na expressdo “Ixt” por predicados sdo verdadeiras. Para diferenciar as variaveis sintacticas das
variaveis da linguagem objecto as primeiras serdo impressas em italico e negrito.

® Para sermos mais exactos, Frege utiliza o axioma mais forte ["\F =/G]=[ vx(Fx=Gx)], em que F
e G sdo variaveis para funcfes entre objectos. Nos Grundgesetze, Frege identifica os conceitos com
funcdes entre objectos e valores de verdade e identifica os valores de verdade com objectos. Desta
forma, o axioma (v) de Frege implica o nosso. Nenhum dos resultados que iremos apresentar
dependera desta diferenca.

Deviamos, por outro lado, escrever “*x.Fx” em vez de ““F’ pois o operador “N liga
obrigatoriamente uma varidvel. Utilizaremos esta nota¢cdo mais abreviada sempre que néo exista
ambiguidade em relacdo a variavel que o operador “*" liga, como é o caso em “F".

® por “relativizacao” de um axioma o a um predicado P entendemos o axioma que se obtém pela
substituicdo em o de todas as quantificacdes do género [ VxA(x) | pela quantificacéo [ vx(Px—A(x)) | e

de todas as quantificacdes do género [ IxA(x) ] pela quantificacéo [ Ix(PxAA(X)) 1.
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podiamos querer ser ironicos e dizer: € claro que se conseguem demonstrar
relativizagfes de todos estes axiomas uma vez que o sistema € inconsistente e num
sistema inconsistente tudo é demonstravel. E possivel no entanto distinguir, entre as
consequéncias de um conjunto inconsistente de axiomas, aquelas que podem ser
demonstradas sem recurso ao facto dos axiomas serem inconsistentes — as “boas”
consequéncias — daquelas que ndo podem — as “mas” consequéncias. Ora, tudo o
qgue Frege demonstra em GG sao boas consequéncias. A interpretacdo de Frege de
PA2 em GG é, por conseguinte, e ndo obstante a inconsisténcia de GG, de grande
interesse l6gico-matematico e filoséfico. Por outro lado, a possibilidade de se alterar
algum aspecto do sistema GG de forma a torna-lo consistente sem no entanto
bloquear a interpretacdo da aritmética permanece em aberto. Alids, como iremos ver
na proxima seccao, a quase totalidade da interpretacdo de Frege de PA2 em GG é

feita numa sub-teoria consistente de GG.

2. A aritmética em GG

No que se segue vamos mostrar como Frege interpretou a aritmética de segunda-
ordem, PA2, no sistema GG dos Grundgesetze.

PA2 é uma teoria que tem por base a linguagem da légica de segunda-ordem
acrescida do predicado “P”, do nome préprio “0” e das expressbes-operacionais
binarias “x” e “+”. Para além dos axiomas de légica de segunda-ordem plena, PA2

tem por base 0s seguintes axiomas:

(@)  3y(xPy)

(a2) 3Jy(yPx) <> x=0



(@3) XPyawPz — (x=w<>y=z)
(a4) x+0=x

(as) YPWA(Xxty)Pz — x+w=z
(as) xx0=0

(@ar)  yPw — xxw=(xxy)+Xx

(aind) FOAP-trans-F — VxFx '

Dados os resultados de Dedekind referentes a legitimidade de definicbes
recursivas no contexto da légica de segunda-ordem plena, para interpretar PA2 em

GG basta-nos interpretar os axiomas (a1), (a2), (as) e (aind). ®

" Em que R-trans-F <»def X Py (FXAXRy —Fy).

8 No seu Was Sind und Was Sollen die Zhalen? (1887) Richard Dedekind demonstrou a
legitimidade das definicdes recursivas sobre os numeros naturais. Dedekind demonstrou que, no
contexto da légica de segunda-ordem plena, os axiomas (ai1), (a2), (a3) e (aind) implicam
AR[ VXR(X,0,x)A Yy Vv vz Yk(yPWAR(Y,z,k) =R (w,z,k))) A Fa b AcR(a,b,c)], (em que k'=x ¢»def kPX) 0
que implica que esta férmula pode ser utilizada para definir uma funcdo binaria + (a adicdo). Dada a
operacao da adicao Dedekind também demonstra que FAR[ ¥XR(%,0,0) 1
AWy v vz vk((yPwAR(Y,z,kK) =R (w,z,k+2)))A Va rb 7AcR(a,b,c)], 0 que implica, por sua vez, que esta
férmula pode ser utilizada para definir uma outra funcdo binaria x (a multiplicacdo). Em geral,
Dedekind demonstrou que, no contexto da légica de segunda-ordem plena, os axiomas (a1), (a2), (a3)
e (aind), implicam todas as frases do género

[IIR[VXR(0,x,F(X))AVYyVYWVZzVK((yPWAR(Y,z,K))—>R(W,z,G(k,z)))AVavb3lcR(a,b,c) |
em que F(x) e G(k,z) sdo expressbes-funcionais.
Isto implica que, no contexto da logica de segunda-ordem plena, os axiomas (a4),...,(a7) séo

interpretaveis a partir dos axiomas (a1), (a2), (as) e (aind). Para interpretar a teoria PA2 em GG, ou
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Comecamos por definir em GG os simbolos ndo logicos primitivos que ocorrem
nos axiomas (ai), (a2), (as) e (aind), a saber, o0 nome proéprio “0” (“zero”), a expressao-
relacional binaria de primeira-ordem “P” (“predecessao”). Em segundo lugar
devemos demonstrar que é possivel definir em GG um predicado tal que as
relativizagcdes dos axiomas (a1), (a2), (as) e (aind) a este predicado séo teoremas de
GG. (Este predicado sera o predicado “Nat” para o conceito de nimero natural).

Antes de definirmos os simbolos ndo légicos “P” e “0” comegamos por definir
alguns simbolos que iremos utilizar nessas definicdes. Em primeiro lugar definimos
para cada formula A(x) livre em X, o conceito [x:A(X)] :

CAX)]Y <def Aly) °

Em seguida definimos as relagbes € e # de “pertenca” e “ndo pertenca”:
Xey <>def IF(FXAY="F)
XZY <>def mXeY
e a relacdo =~ de “equinumeracidade” entre objectos:
X2y <>def IR[VW(Wex—31Z(zeyrWRz))AVzZ(zey—IW(wexawRz))] *°

(Dois objectos x e y sdo equinuméricos se e sO se existe uma bijeccao entre os
objectos que pertencem a x e 0s objectos que pertencem a y). Repare-se que,
segundo esta definicdo, todos o0s objectos que n&do s&o extensdes sé&o

equinuméricos com extensdes de conceitos vazios.

noutras teorias de segunda-ordem plena, bastara portanto interpretar os axiomas (a1), (az2), (as) e
(aind).

° A(y) denota aqui a férmula que se obtém a partir da férmula A(x) substituindo a variavel “x”
pela variavel “y”. Esta definicdo € legitimada pelo axioma de compreenséo (comp).

10 JIXA (X) <>def IX(A()AVY(A(Y)—>X=Y)).

10



Definimos a fungdo numérica # como a funcdo que faz corresponder a cada o

objecto x extensdo do conceito objecto equinumérico com X:
#X =def MNY:y=X]

Podemos agora definir o conceito Card de numero cardinal. Um objecto x é um

namero cardinal se e sO se existe um objecto y tal que x é o numero de y:
Cardx <>def Ay(x=#y).

Seguem-se as definicbes dos simbolos “0” e “P”. Comecamos por definir o

namero zero como o numero da extenséo do conceito [x:x=X] :
0 =def #"\[X:X#X].

Segue-se a definicdo da relacdo P de predecesséo. Dizemos que um objecto x
precede um objecto y se e s6 se existe um conceito F verdadeiro de um objecto k tal
que y é o numero da extensdo de F e x € o nimero da extensdo do conceito objecto
diferente de k do qual F é verdadeiro:

XPy <>det Jadb3ik [x =#a A y = #b A keb A YwW(wea(webaw=k))].

Resta-nos agora definir o conceito Nat de numero natural em relacdo ao qual
vamos demonstrar as relativizacbes dos axiomas de PA2. Neste sentido,
comecamos por definir a expressao-funcional “*” que refere uma funcédo que faz
corresponder cada relacdo R a relacdo que tenta “captar” formalmente a relacao
existente entre dois objectos x e y quando existe uma série finita de objectos a, b, c,
..., Z, tal que xRa, aRb, bR, ..., zZRy :

XR*y <>def VF(Va(xRa—Fa)AR-trans-F—Fy)
Isto permite-nos definir o conceito Nat de numero natural como o conceito
verdadeiro s6 dos numeros cardinais dos quais o zero € um predecessor ancestral
mais o proprio zero:

Natx <>def OP*x v x=0.
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Ndo vamos aqui seguir a interpretacdo de Frege na sua totalidade. Vamos

simplesmente mostrar que € possivel interpretar em GG o axioma

(ph): #F=#G &> FaG M
conhecido como o “Principio de Hume”. A teoria de légica de segunda-ordem plena
cujo Unico axioma nao légico é (ph) — chamemo-lhe “PH” — é consistente (ver
Apéndice 1b) e interpreta PA2 (ver Apéndice 1a). Segue-se que GG interpreta PH e
PH interpreta PA2 e, dada a transitividade da relacdo de interpretacdo entre teorias,
GG interpreta PA2.
Para interpretar (ph) em GG comegamos por interpretar o axioma
(ph*):  #X=#y < xzy

segundo o qual dois objectos tém 0 mesmo numero se e sé se forem equinumeéricos.

Suponhamos que #x = #y. Entdo, pela definicdo de #, "w:wax]="[w:wzy]. Pelo
axioma (v) segue-se que Vwv(waxeway). Mas x2x pela reflexividade® de =. Segue-
se que xzy.

Suponhamos agora que xzy. Se wzx, pela transitividade®® de =temos wzy. Pelas
mesmas razdes temos wzy —»waXx. Segue-se que Fw(waxewzy) e, pelo axioma (v),
que Nw:wax]\[w:wzy], ou seja, #X =#y. [

Se definirmos o nimero de um conceito como 0 numero da sua extenséo:

#F =det # ("F) M

' Dizemos que dois conceitos s&o “equinuméricos” (estdo na relagéo =) se e s se existir uma
bijeccdo entre eles. Formalmente: F~G «»def FR[ VX (FX—>AY(GyAxRy))A HY(Gy —>AX(FXAXRY))].

2 relagdo de igualdade é uma bijeccao entre x e x.

3 Se R é uma bijeccdo entre x e y e Q é uma bijeccdo entre y e z entdo a composicdo QAR é
uma bijeccéo entre x e z.
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dado que

F~G < "F="G *°
é facil ver que o axioma

(ph) #F=#G < F~G

é uma consequéncia do axioma (ph*).*°

3. O Paradoxo de Russell: ainconsisténcia de GG

Vamos agora demonstrar que o sistema GG é inconsistente interpretando o
Paradoxo de Russell. Informalmente, o paradoxo obtém-se definindo, em primeiro
lugar, a extensdo (ou conjunto) de todas as extensdes (ou conjuntos) que nao
pertencem a si proprias. De seguida perguntamos se esta extenséo pertence ou nao
a si propria. Por fim concluimos de forma paradoxal que ela pertence a si propria se
e sO se ela ndo pertencer a si propria.

Comegamos entdo por definir a Extensdo de Russell, r, como a extensédo do
conceito objecto que ndo pertence a si proprio:

I =def "[X:XgX]

% para sermos exactos, deveriamos escrever “#x.Fx” e ndo apenas “#F” pois o operador “#” liga
obrigatoriamente uma variavel. Se A(x,y) é uma férmula com duas variaveis livres, por exemplo,
entdo [#A(x,y) | € ambiguo entre [#x.A(x,y) | e [#y.A(x,y)|. Se, no entanto, A(x) for uma férmula com
apenas uma variavel livre, sera possivel escrever [ #A | em vez de [#x.A(x)| sem criar ambiguidade.
Isto sera feito doravante.

13 |sto é uma consequéncia de VX(Fx«x e"F).

16 Suponhamos que #x=ty<>x~y. Se #F=#G entdo #'F=#'G entdo "F~G entdo F~G. Se F~G
entdo “"F~"G entédo #'\F=#"G entdo #F=#G. [|
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Em seguida demonstramos que r er <> gr :

Suponhamos que r er. Pela definicdo de r, "[x:x gx] e’Nx:x x]. Pela definicdo de e,
FF(CFx:x eX] AR [X:x gx]). Pelo axioma (v), FxexeX, e logo "[x:xex] g x:x£X], ou
seja, rr. Suponhamos agora que r gr. Pela definicdo de r, A[x:xex] g’\[x:xgX]. Pela
definicdo de e, =F("FA[X:xex]AF\[x:xgX]), ou seja, VF("F=[X:xgX]—>—F\[x:X£X]).
Mas entdo —{x:xex]'[x:xex], ou seja —("[x:xxex]g"[x:xeX]). Eliminando a dupla
negacao obtemos "[x:x gx] eM[x:x gX], ou seja, r er. Contradicéo.

Segue-se que GG é formalmente inconsistente.

14



CAPITULO II:

A ORIGEM DA INCONSISTENCIA?

Em Frege: Philosophy of Mathematics M.Dummett levanta a questdo Qual € a
origem da inconsisténcia do sistema GG? '’ A primeira vista esta questéo parece ter
uma resposta simples: o axioma (v). Em primeiro lugar, porque este axioma é,
aparentemente, o Unico axioma nao légico de GG. Em segundo lugar, porque a
verdade deste axioma implica que existem pelo menos tantos objectos quantos
conceitos. Ora, como Cantor nos mostrou, se existem k objectos entdo existem 2
conceitos e k<2 para qualquer k.

Segundo Dummett, no entanto, a inconsisténcia formal de GG deve-se mais aos
quantificadores de segunda-ordem do que & presenca do axioma (v).'® Para chegar
a esta conclusdo Dummett fundamenta-se no capitulo 31 dos Grundgesetze onde
Frege tenta demonstrar que todas as frases da linguagem de GG tém, de acordo
com as suas especificacbes, um valor de verdade determinado. Dada a
inconsisténcia formal da teoria GG € Obvio que a demonstracdo de Frege esta
errada (ainda que seja dificil dizer onde se encontra(m) o(s) erro(s) uma vez que a
demonstracdo é bastante vaga e incompleta). E, no entanto claro, que a estratégia
de Frege é indutiva: a sua ideia € partir de um conjunto inicial de expressdes com
referéncia ou valor de verdade e, passo a passo, “alargar” este conjunto até

abranger a totalidade das expressfes. Ora, segundo Dummett, dada a forma como

" M.Dummett, Frege: Philosophy of Mathematics, Cambridge University Press, 1991, pp. 217-
222.

'8 bid, p. 218.
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Frege define os quantificadores de segunda-ordem, a sua demonstracdo por
inducdo ndo podera resultar. O problema é que existem predicados em que ocorrem
quantificadores de segunda-ordem e que Frege quer demonstrar terem uma
referéncia. Um exemplo é o predicado “VF(Fx)". Segundo as estipulacdes de Frege
este predicado tem uma referéncia se e so se, para todos 0s nomes proprios n com
referéncia, a frase [ VF(Fn)| tem um valor de verdade. Mas, também segundo as
estipulacdes de Frege, estas frases tém um valor de verdade se e s6 se para todos
os predicados F com referéncia, a frase [ Fn'| tem sempre um valor de verdade. O
problema é que “VF(Fx)” é ele proprio um predicado que é suposto ter uma
referéncia pelo que Frege deve demonstrar, em particular, que as frases [ VF(Fn)]
tém sempre um valor de verdade. Mas isto era 0 que estavamos a tentar
demonstrar, ou seja, estamos a andar em circulos.

Como é que Dummett relaciona este erro na demonstracdo de Frege com a
origem da inconsisténcia de GG? A sua ideia € — ou parece ser, uma vez que
Dummett ndo esclarece a sua posicdo com muita clareza — que o predicado “R”
definido através da equivaléncia Rx<¢»def VF(X="F—>—FX), que esta na origem do
Paradoxo de Russell, encontra-se numa situacdo semelhante a do predicado
“VF(Fx)”. Para demonstrar que “R” tem uma referéncia, Frege necessita demonstrar
que todas as frases do género [n="F—=Fn |, em que n é um nome préprio com
referéncia e F € um predicado com referéncia, tém um valor de verdade. Em
particular, Frege tem que demonstrar que as frases [n="R—>=Rn| tém um valor de
verdade determinado e, em particular, que todas as frases [Rn | tém um valor de
verdade determinado. Mais uma vez voltdmos ao ponto inicial. Agora, no entanto, a
situacao é mais complicada uma vez que, neste caso, € possivel demonstrar que

R"R«»-R"R, ou seja, o Paradoxo de Russell. Apesar desta diferenca Dummett
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conclui que o “problema” com o predicado “VF(Fx)” tem a mesma origem que o0
“problema” com o predicado “R”: a forma “descuidada” como Frege “trata” os
quantificadores de segunda-ordem.*

No ultimo capitulo de Frege: Philosophy of Mathematics, Dummett explica-nos
com mais precisdo qual é segundo ele a ligacdo entre os quantificadores de
segunda-ordem e a inconsisténcia de GG. Suponhamos que o predicado “R” tem
uma referéncia relativamente a uma interpretacdo | cujo dominio de primeira-ordem
é U. Para que o axioma (v) possa ser verdadeiro em I, o predicado “R” tem que ter
uma extensao r. Mas segundo o Paradoxo de Russell temos Rr«»—Rr o0 que implica,
segundo Dummett, que —ZX(x=r), ou seja, que a extensdo r nado pode ser incluida
no dominio de primeira-ordem U mas apenas num dominio mais abrangente U1 = U
v {r}. Ora, se identificarmos o dominio U1 como o dominio de primeira-ordem de |,
obtendo uma nova interpretacéo |1, o predicado “R” terd uma nova extensao ri que,
mais uma vez, ndo podera pertencer ao dominio U1 mas apenas a um novo dominio
U2=U1U{r1} de uma nova interpretacdo l2. Repetindo este processo podemos gerar
uma série de dominios D1, Dz,... cada vez mais abrangentes de uma série de
interpretacdes 1, l2,... Isto implica que o predicado “R” refere, no limite, um conceito
gue ndo podemos assumir ter uma extensdo pertencente ao seu proprio universo de
aplicacdo (i.e. ao conjunto de objectos dos quais faz sentido dizer que o conceito é
verdadeiro ou falso) sem cairmos em contradicdo, ou seja, refere um “conceito
indefinidamente extensivel”®. Ora o problema é que da forma como Frege construiu
0 seu sistema, o nome préprio “r” refere necessariamente um objecto que pertence

ao universo de aplicacdo do conceito R. Dai, segundo Dummett, a inconsisténcia.

' Ibid, p.218.
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Dai também Dummett dizer-nos que “o erro de Frege foi supor que existe uma
totalidade que contem a extensdo de todos os conceitos definidos sobre ela; em
geral, foi ele ndo ter a minima suspeita da existéncia de conceitos indefinidamente
extensiveis”.?!

E claro que esta explicagdo de Dummett da génese da inconsisténcia de GG s6
podera estar correcta se ao eliminarmos os quantificadores de segunda-ordem da
linguagem de GG — sem o0s quais ndo é possivel demonstrar a existéncia de
conceitos indefinidamente extensiveis — obtemos uma teoria consistente. Dummett
diz-nos que o fragmento de primeira-ordem de GG é de facto consistente e da-nos
algumas indicacdes de como construir um modelo para este fragmento.?? Deve-se,
no entanto, a Terence Parsons o mérito de demonstrar com precisdo a consisténcia
do fragmento de primeira-ordem de GG.?®

Repare-se no entanto que, segundo o raciocinio de Dummett, o problema deve-
se mais precisamente a impredicatividade de segunda-ordem da teoria GG. Dizemos
que uma definicAo de um conceito é impredicativa quando ocorrem no definiens
guantificadores de segunda-ordem a cujo dominio o préprio conceito que esta a ser
definido é suposto pertencer. Uma teoria diz-se impredicativa no que respeita a
segunda-ordem quando assume explicitamente através dos seus axiomas a validade

de um conjunto de definicdes de conceitos impredicativas. Face ao axioma (comp),

a teoria GG é obviamente uma teoria impredicativa no que respeita a segunda-

% |bid, p.317.

 |bid, p.317.

2 |bid, p.219.

% Ver o artigo de Parsons “On the Consistency of the First-order Portion of Frege's Logical
System” (1987) em William Demopoulus (ed.), Frege’s Philosophy of Mathematics, Harvard University

Press, 1995.
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ordem: dada uma formula qualquer é sempre possivel utiliza-la na definicdo do
conceito verdadeiro apenas dos objectos dos quais ele € verdadeira, mesmo que ela
contenha quantificadores de segunda-ordem a cujo dominio esse conceito € suposto
pertencer. E por esta razdo que, ao tentar demonstrar a verdade de todos os
axiomas de GG, Frege se vé obrigado a demonstrar que todas as férmulas da sua
linguagem tém um conceito como referéncia (inclusive aquelas em que ocorrem
quantificadores de segunda-ordem). Se restringissemos a validade do axioma
(comp) a féormulas sem quantificadores de segunda-ordem a teoria GG seria
predicativa no que respeita a segunda-ordem e Frege ndo seria obrigado, em
particular, a demonstrar que os predicados “VF(Fx)” e “R” tém uma referéncia.
Ambos o0s “problemas” que em cima relacionamos com estes predicados (a
incapacidade de demonstrar por inducdo que o0s predicados que contém
quantificadores de segunda-ordem tém uma referéncia por um lado, e o Paradoxo
de Russell por outro) e que Dummett aponta como estando na génese da
inconsisténcia desapareceriam. E portanto o caracter impredicativo dos
quantificadores de segunda-ordem, e ndo estes quantificadores per se, que &€,
segundo o raciocinio de Dummett, o principal “culpado” pela inconsisténcia de GG.
Resta saber, também aqui, se o fragmento predicativo de GG € uma teoria
consistente. Em «The consistency of Predicative Fragments of Frege’s
Grundgesetze der Arithmetik»?* Richard Heck demonstrou (ver Apéndice 2b) a
consisténcia deste fragmento, mais especificamente, da teoria que se obtém -

chamemo-lhe “GG ™™ — restringindo o axioma de compreenséo (comp) a férmulas

** Richard Heck, «The consistency of Predicative Fragments of Frege's Grundgesetze der

Arithmetik» (1996) em History and Philosophy of Logic, 17, 1996.
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sem quantificadores de segunda-ordem (chamemos a este axioma “(comp-pred)”) e
substituindo o axioma (v) pela sua versdo esquematica
(v-esq): "A(X) = *B(X) <> YX(A(X)<>B(X)).

Como Heck nos diz, este resultado “adiciona alguma forca a tese de Dummett que o
Paradoxo de Russell aparece no sistema de Frege devido a uma circularidade
inerente a quantificacdo de segunda-ordem impredicativa”.?®

No seu artigo “Whence the Contradiction?” George Boolos desenvolve alguns
argumentos contra esta posicdo de Dummett.?” Segundo Boolos, o raciocinio de
Dummett ndo é suficiente para fundamentar a sua concluséo. Afinal os problemas
com ambos os predicados parecem ser substancialmente diferentes: no caso do
predicado “VF(Fx)” tudo o que Dummett nos mostra é que o raciocinio indutivo de
Frege ndo € suficiente para demonstrar que ele tem uma referéncia (fica por

mostrar, em particular, se existe ou ndo um outro método para demonstrar que ele

tem ou ndo uma referéncia). No caso do predicado “R”, apesar de ser verdade que o

% A luz do axioma de compreensdo (comp), o axioma (v) é materialmente equivalente a sua
versao esquematica (v-esq). No entanto, se restringirmos a validade de (comp) a féormulas sem
quantificadores de segunda-ordem, o axioma (v) fica mais fraco do que (v-esq).

Ao restringirmos o axioma (comp) em GG a formulas sem quantificadores de segunda-ordem e ao
substituirmos o0 axioma (v) pela sua versdo esquematica (v-esq) — obtendo o sistema GG™" _ &
possivel eliminar de GG todos os conceitos definidos impredicativamente, sem eliminar, no entanto,
as extensdes destes conceitos. Como veremos no Apéndice 2b, GG demonstra a existéncia da
Extensdo de Russell r=def*F(x="FA—Fx) sem que no entanto exista o conceito de Russell
Rxe>def FF(X="F A —FX).

% |bid, p.217.

2 George Boolos, “Whence the Contradiction?” (1993) em Aristotelian Society Supplementary,

vol.67, 1993, pp. 213-233.
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raciocinio indutivo de Frege continuar a ser insuficiente para demonstrar que ele tem
uma referéncia, o problema vai bastante mais longe: este predicado esta de alguma
forma envolvido na interpretacdo de um paradoxo. N&o € portanto correcto assumir,
como Dummett assume, que estes problemas tém uma Unica e mesma origem.

Ao contrario de Dummett, Boolos prefere acusar o axioma (v) de ser o principal
responsavel pela inconsisténcia de GG. Boolos justifica a sua acusagdo por
intermédio do raciocinio de Cantor que referimos em cima: o problema com o
axioma (v), segundo Boolos, € que implica a existéncia de uma funcdo injectiva
entre 0s conceitos e os objectos. Ora isto s6 sera possivel se k<2¥ em que k é o
nimero dos objectos. Mas Cantor mostrou-nos que 2>k para qualquer k. Dai a
inconsisténcia.

Intuitivamente esta posicdo de Boolos parece ser a mais correcta. No entanto,
tudo o que o raciocinio de Cantor e Boolos nos mostra é que (v) nao tem modelos
plenos, ou seja, modelos em que o dominio de segunda-ordem ¢€ identificado com a
classe de todos os subconjuntos do dominio de primeira-ordem. Poderiamos definir
modelos de teorias de segunda-ordem com o objectos e No conceitos em que 0
dominio de segunda-ordem ndo é identificado com a classe de todos os
subconjuntos do dominio de primeira-ordem (chamados “modelos de Henkin”). O
raciocinio ndo mostra, em particular, que (v) seja, por si sO, responsavel pela
inconsisténcia formal de GG.

Chegados a este ponto devemos perguntar-nos quais 0s critérios (se é que
existem) para acusar um determinado aspecto da teoria GG de ser o principal
responsavel pela sua inconsisténcia. Uma condicdo necessaria para um
determinado aspecto de uma teoria inconsistente T poder ser acusado de ser

responsavel pela inconsisténcia de T &, como é 6bvio, que a teoria que se obtém a
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partir de T pela eliminacdo desse aspecto seja consistente. Tipicamente, no entanto,
existirdo varios aspectos responsaveis. Qual deles é o principal? Neste ponto
teremos que analisar 0 comportamento de cada um dos aspectos responsaveis
noutras teorias. Se todas (ou um grande nimero) de teorias em que um determinado
aspecto o responsavel pela inconsisténcia de T (de acordo com 0 nosso primeiro
critério) estiver presente forem inconsistentes, ao passo que todas (ou um grande
namero) de teorias em que 0s restantes aspectos responsaveis pela inconsisténcia
de T tiverem presentes forem consistentes, a “culpa” da inconsisténcia de T devera
recair sobre o. Se isto continuar a ndo ser suficiente para isolar um unico aspecto,
podemos utilizar ainda um outro critério e dizer que o principal responsavel pela
inconsisténcia é o aspecto responsavel mais “inutil”, ou seja, aquele cuja eliminagcéo
resulta numa teoria que tem tanta (ou quase tanta) forca dedutiva — no que respeita
as boas consequéncias®® — quanto a teoria original.?® Finalmente, se todos estes
critérios ndo forem suficientes para isolar claramente (entre os responsaveis) um
Gnico aspecto devemos simplesmente concluir que eles sdo responsaveis em
conjunto e que ndo ha um responsavel principal.

Estabelecidos estes critérios, resta-nos aplica-los aos aspectos suspeitos. A
teoria que se obtém pela eliminagdo em GG do axioma (v) é, simplesmente, a logica
de segunda-ordem plena que é obviamente uma teoria consistente. O axioma (V)
deve portanto ser incluido no grupos dos aspectos responsaveis. Por outro lado,

GPred*

dada a consisténcia de G , a impredicatividade de segunda-ordem também é

um dos aspectos da teoria GG responsavel pela sua inconsisténcia.

% | embremo-nos que as boas consequéncias de GG sdo aquelas em cujas demonstracdes nao
utilizamos o facto de GG ser inconsistente.
% Este critério é proposto por Boolos em “Whence the Contradiction”, p.235.
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Tanto a impredicatividade de segunda-ordem quanto o axioma (v) podem
portanto ser acusados de ser responsaveis pela inconsisténcia de GG. Mas seré que
um deles é o principal responsavel? Aqui devemos apelar ao nosso segundo critério
e determinar qual o comportamento destes aspectos quando estdo presentes
noutras teorias. Este critério revela-se, no entanto, de dificil aplicacdo: por um lado,
existem muitas teorias de segunda-ordem impredicativas consistentes e, por outro,
existem muitas teorias consistentes que incluem o axioma (v): ndo parece ser
possivel determinar (mesmo que aproximadamente) qual destes dois aspectos se
comporta “pior” no contexto de outras teorias.

Resta-nos o ultimo critério, o da inutilidade. Aqui a impredicatividade de segunda-
ordem leva vantagem sobre o axioma (v): o fragmento predicativo de GG parece ser
substancialmente mais forte do que a légica de segunda-ordem plena: ele interpreta
a teoria Q, ou seja, a teoria de primeira-ordem que tem como axiomas todos 0s
axiomas de PA2 a excepcdo do axioma de inducdo (aind) (ver Apéndice 2a): a
impredicatividade de segunda-ordem €, portanto, mais inutil que o axioma (v).

Devemos entdo concluir que a culpa da inconsisténcia cai sobre a
impredicatividade de segunda-ordem? N&o imediatamente. E que em vez de
considerarmos o axioma (v) como o aspecto “culpado” a ser eliminado, podemos
tentar defender que o principal culpado é, ndo o axioma (v) per se, mas algum
aspecto mais subtil deste axioma. Podemos por exemplo tentar enfraguecer o
axioma (v) de uma ou de outra maneira e estudar as teorias resultantes. Se
conseguirmos construir teorias consistentes e substancialmente mais fortes que o
fragmento predicativo de GG, talvez pudéssemos, afinal, acusar um destes aspectos
do axioma (v) de ser o principal responsavel pela inconsisténcia e ndao a

impredicatividade de segunda-ordem.
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Por “enfraquecer” o axioma (v) entendemos a sua substituicdo por uma das suas
boas consequéncias dedutivas (em logica de segunda-ordem plena). No capitulo 1.2
vimos que uma das boas consequéncias dedutivas do axioma (v) era o axioma (ph).
No apéndice la demonstramos que a teoria PH (l6gica de segunda-ordem plena
mais o axioma (ph)) interpreta PA2. Segue-se que PH é uma teoria aparentemente
mais forte (no que respeita a interpretacdo da aritmética) do que o fragmento
predicativo de GG. Por outro lado, PH é consistente (ver Apéndice 1b). Temos
portanto aqui um bom candidato, de acordo com 0S nossos critérios, para ser
acusado de ser o principal responsavel da inconsisténcia de GG, a saber, aquele
aspecto do axioma (v) que o torna mais forte que o axioma (ph).

Em “Whence the Contradiction” Boolos encontra, no entanto, uma outra forma
para enfraguecer o axioma (v) através da qual se obtém um axioma aparentemente
ainda mais forte do que PH e que é consistente em légica de segunda-ordem plena.
Trata-se de restringir a atribuicdo de extensdes (no sentido intuitivo do termo) a
conceitos que satisfazem determinadas caracteristicas, ou seja, a conceitos que nao
sdo demasiado “grandes” num sentido a ser especificado. Isto pode ser feito
substituindo o axioma (v) pelo axioma

(VB): ARG o YX(Fxo>GX)vFA[X:—FX]=[X:x=x]~[X:—~GX]~G.
Chamemos & teoria de segunda-ordem plena mais o axioma (v®), GG®. Segundo o
axioma (v®), dois conceitos tém a mesma extensdo se e s6 se ou sdo verdadeiros
dos mesmos objectos ou sdo ambos equinuméricos com o dominio e com 0s seus
conceitos complementares (como Boolos nos diz, esta proposta resulta de um

130

“entendimento de conjuntos sofisticado por anos de experiéncia e teoria””). Boolos

chama o0s conceitos equinumeéricos com o0 universo e com 0s seus complementos

% G. Boolos, “Whence the Contradiction?”, p.235.
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conceitos “maus”. Repare-se que este axioma atribui a todos os conceitos “maus”
uma unica extensao sejam estes verdadeiros dos mesmos objectos ou ndo. Face a
este resultado é tentador dizer que o principal responséavel pela inconsisténcia de
GG é, afinal, aquele aspecto do axioma (v) que tenta atribuir uma extensdo (no
sentido intuitivo do termo) aos conceitos “maus”.

Terd Dummett perdido esta batalha? N&o necessariamente. E que ao
restringirmos o0 axioma de compreensdo impredicativa a férmulas sem
quantificadores de segunda-ordem fomos longe demais. Afinal, tudo o que um
predicativista exige é que férmulas com quantificadores de segunda-ordem n&o
possam ser utilizadas para definir conceitos que pertencem ao dominio de
quantificacdo desses mesmos quantificadores: ele nada tem a objectar a que
férmulas com quantificadores de segunda-ordem sejam utilizadas na definicdo de
conceitos, desde que estes conceitos ndo sejam incluidos no dominio desses
guantificadores.

Por esta razéo, a logica predicativa simples nao reflecte adequadamente a légica
filosofica predicativista. Faltam-lhe axiomas que garantam a existéncia de conceitos
definidos através de formulas que contém quantificacbes de segunda-ordem, ainda
que ndo permitam a inclusdo destes conceitos no dominio de quantificacdo dos
guantificadores de segunda-ordem que ocorrem nessas férmulas. Para distinguir
estes conceitos dos anteriores chamamo-lhes “conceitos de tipo 17, e aos anteriores
“conceitos de tipo 0.

A l6gica predicativista simples devemos portanto adicionar o axioma esquematico

de compreensao

(comp-pred?):  IF'Vx(FxoA(X))
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para todas as formulas A(x) que contém (explicita ou implicitamente®!) no méaximo
quantificacdes de segunda-ordem sobre conceitos de tipo 0. Repare-se que fomos
obrigados a introduzir um novo tipo de variaveis de segunda-ordem F!, G*, H*, etc.
para conceitos de tipo 1 que se distinguem das varidveis de segunda-ordem
habituais para conceitos de tipo 0 (as quais podemos acrescentar o indice 0): F°, G°,
H?, etc.

Este processo pode agora ser repetido. Se A(x) é uma férmula que s6 contém
(explicita ou implicitamente) quantificacbes de segunda-ordem de tipo O ou 1, entdo
ela define um conceito que ndo pode ser incluido no seu dominio de quantificacédo e
que, por conseguinte, deve ser distinto de todos os conceito de tipo 0 e 1.
Chamamos aos conceitos assim definidos “conceitos de tipo 2". Em geral,
chamamos aos conceitos definidos por formulas que s6 contém (explicita ou
implicitamente) quantificacbes de segunda-ordem de tipo inferior a n, “conceitos de
tipo n”.

A logica predicativa simples devemos portanto adicionar todos os axiomas do
género

(comp-pred"): 3IF" VX(F"xA(X))
em que A(x) é uma férmula que contém no maximo quantificacbes de segunda-
ordem de tipo n-1 ou predicados para conceitos de tipo n. Obtemos assim a logica
de segunda-ordem predicativa ramificada.

A primeira vista, a l6gica predicativa ramificada parece ser substancialmente mais
forte do que a légica predicativa simples. Seria de esperar, por exemplo, que a teoria

de l6gica de segunda-ordem predicativa ramificada mais o axioma

31 Dizemos que uma férmula contém implicitamente uma expressdo se contém um predicado

que foi definido a custa dessa expresséo.
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(v-esq): "A(X)="B(x) <> VX(A(Xx)<>B(x))

GRa™ _ fosse substancialmente mais forte (no que respeita a

— chamemo-lhe G
interpretacdo da aritmética) do que a teoria GG™"%", Isto, no entanto, ndo parece ser
0 caso. Apesar de podermos definir o conceito de nimero natural através da
equivaléncia Nat'xsder VFO( vin(OPw—F°w) AP-trans-F°—F%) vx=0, ou seja, definir o
conceito de numero natural como o conceito apenas verdadeiro dos numeros
indutivos, a partir do zero, relativamente aos conceitos de tipo 0 mais o préprio zero,
continua a nado ser possivel defini-lo como o conceito verdadeiro apenas dos
nameros indutivos relativamente a todos os conceitos de todos os tipos. Este facto é
importante porque o facto de os numeros naturais serem indutivos em relacdo a
conceitos definidos a custa do préprio conceito de niamero natural € utilizado na
interpretacdo de PA2 em PH pelo que ndo sera possivel reconstruir esta
interpretacdo em GGR®™.3 Eliminar a impredicatividade de segunda-ordem é
portanto uma medida demasiado drastica no que respeita a boa forca dedutiva de
GG.

Serd que existe uma outra estratégia que permita Dummett defender-se contra
Boolos? De acordo com o raciocinio de Dummett, o problema com o axioma de
compreensao impredicativa (comp) € que ele permite a definicdo de conceitos
indefinidamente extensiveis, entre 0s quais o conceito de Russell R que estad na
origem do Paradoxo de Russell. Se em vez de eliminar toda a compreensao
impredicativa de GG, Dummett se limitasse apenas a eliminar aquelas instancias de
(comp) que permitem a definicdo de conceitos indefinidamente extensiveis, talvez

conseguisse obter um sistema consistente t&o forte quanto GG® e no qual todas as

32 ver, a este respeito, os paragrafos iniciais do Apéndice 2a.
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formulas tém uma extensao, ou seja, no qual o axioma (v-esq) é valido.*®* Dummett
poderia entdo continuar a localizar a origem da inconsisténcia de GG no caracter
impredicativo do axioma (comp) e ndo no axioma (v) ou (v-esq) como Boolos
pensa. Ele poderia argumentar que a “culpa” da inconsisténcia encontra-se no facto
do axioma (comp) permitir a definicdo de conceitos indefinidamente extensiveis, e

ndo no facto do axioma (v-esq) atribuir uma extensao a todos os conceitos.®*

¥ Evitamos aqui a dificil questdo de como restringir formalmente a validade do axioma (comp) a
férmulas que ndo déo origem a conceitos indefinidamente extensiveis.

¥ Repare-se que tal como no sistema GG de Heck, também neste sistema seria possivel
demonstrar a existéncia de extensfes que ndo sdo extensbes de nenhum conceito (ver nota de

rodapé n.26).
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CAPITULO Il

NEO-LOGICISMO

No capitulo anterior tentamos descobrir a origem da inconsisténcia de GG.
Consideramos entdo varias teorias consistentes (resultantes de modificagbes em
GG) e nas quais é possivel interpretar alguma aritmética. Neste capitulo vamos
tentar determinar até que ponto os axiomas de algumas destas teorias, ou de outras
teorias obtidas a partir destas, podem ser interpretados como (alguma espécie de)
verdades logicas ou defini¢cdes logicas. Esta é uma questao fundamental para a qual
um neo-logicista terd que encontrar uma resposta se pretender utilizar alguma

destas teorias na defesa do seu projecto.*

1. O Principio de Hume: A teoria PH.

A primeira “emenda” de GG que vamos considerar é a teoria PH resultante da
substituicdo do axioma (v) em GG pelo axioma (ph), ou seja, pelo Principio de
Hume. Esta teoria foi proposta por Crispin Wright no seu livro Frege’s Conception of
Numbers as Objects.*® Neste livio Wright tenta recuperar o programa logicista de

Frege. A sua estratégia é simples. Partindo do pressuposto que algum aspecto do

% Uma outra questdo fundamental para o neo-logicista, mas que ndo serd discutida aqui,
consiste em saber até que ponto as definicbes das expressfes aritméticas mais basicas em cada
uma destas teorias respeita o seu sentido tradicional.

% Crispin Wright, Frege's Conception of Numbers as Objects, Aberdeen University Press, 1983.
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axioma (v) € o principal responsavel pela inconsisténcia, Wright propde que se
substitua este axioma pelo Principio de Hume:

(ph):  #F=#HG & F=G
que governa directamente a expressao-funcional “#’. Como vimos este axioma é
interpretavel em GG e a teoria de l6gica de segunda-ordem cujo Unico axioma nao

l6gico € (ph) — a teoria PH — é consistente e interpreta PA2 (ver Apéndices 1a e 1b).

a) Sera o axioma (ph) o resultado de uma analise do conceito l6gico e primitivo de

numero cardinal?

Em Funktion und Begriff, Frege tinha-nos dito que a possibilidade de se
interpretar uma frase do género [ Vx(Fx<>Gx) | como a igualdade particular [ "F="G | &
“indemonstravel” e “deve ser aceite como uma lei fundamental da l6gica”.?’ Por que
€ que Frege, ao tomar conhecimento da inconsisténcia do seu sistema, ndo optou
por substituir o axioma (v) pelo axioma (ph) e defender que este Ultimo é uma “lei
fundamental da logica™ Afinal os dois axiomas parecem ser estruturalmente
idénticos: ambos estabelecem a equivaléncia entre a obtencdo de uma relacdo de
equivaléncia entre dois conceitos e a equacdo formada pelos termos que resultam
da aplicacdo de um operador aos predicados que referem esses conceitos. Da
mesma forma que o axioma (v) garante a existéncia de um objecto (uma extensao)
para cada conceito tal que, a pares de conceitos ndo verdadeiros dos mesmos
objectos correspondem extensdes diferentes, (ph) garante a existéncia de um

objecto (um numero) para cada conceito tal que a pares de conceitos nao

3" G.Frege, Funktion und Begriff (1891). Traducao inglesa Function and Concept em P.Geach e

M.Black (ed.), Translations from the Philosophical Writings of Gottlob Frege, Oxford, 1952.
30



equinuméricos correspondem nuameros diferentes. Por que é que Frege ndo optou
por defender que a possibilidade de interpretarmos [F~G| como [#F=#G]| é
indemonstravel e deve ser aceite como uma lei fundamental da légica?

Uma possivel resposta € que o paralelismo entre os dois casos ndo € de todo
exacto. No primeiro caso, Frege assume desde logo que o conceito de extensao &
l6gico, e que o axioma (V) apenas “capta” uma das suas caracteristicas essenciais.
No que respeita o conceito de numero cardinal, pelo contrario, Frege ndo parte do
principio que este conceito € logico. Ele acredita que este conceito € l6gico, mas isto
€ algo que devera ser demonstrado, comecando por encontrar uma definicdo que o

“reduza a algo de mais geral”:*®

0 conceito sera logico se for possivel defini-lo em
termos de nocdes logicas. E esta, portanto, para Frege, a diferenca essencial entre
os dois conceitos: 0 conceito de extensdo é indefinivel e primitivo, o de nimero
cardinal é definivel e derivado. Esta diferenca implica, por seu lado, que o conceito
de extensdo pode ser visto, desde o inicio como um conceito l6gico, ao passo que
afirmacdes sobre a natureza epistemoldgica do conceito de numero cardinal devem
aguardar até que se encontre uma defini¢ao.

Dito isto, levanta-se a questdo de saber por que € que Frege ndo levantou a
hipétese do conceito de numero cardinal ser ele proprio primitivo e indefinivel. Nos
Grundlagen Frege diz-nos que, dado o seu caracter universal, € “de esperar que as
leis dos nlmeros estejam na mais intima das ligacdes com as do pensamento”.*

N&o seria entdo possivel defender que o conceito de numero cardinal € um conceito

l6gico e primitivo e que (ph) limita-se a analisar este conceito sendo, portanto, uma

% G.Frege, Os Fundamentos da Aritmética, p.39.
%9 ibid, p.50.
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verdade légica primitiva? Parece-nos, além do mais, que esta posi¢ao seria bastante
natural no quadro da filosofia de Frege.

Deve portanto existir uma outra razao para Frege nao ter optado pela substituicdo
do axioma (v) pelo axioma (ph) na sua defesa do logicismo. Talvez Frege se tenha
convencido, ao confrontar-se com o resultado catastréfico do sistema GG, que o
problema se encontrava ndo em algum aspecto especifico ao axioma (v) mas na
estrutura deste axioma, estrutura essa que é idéntica a do axioma (ph), e que, por
esta razdo, também (ph) iria acabar, mais tarde ou mais cedo, por dar origem a uma
contradigéo.

Face a consisténcia de PH, no entanto, a hipétese de se interpretar o axioma (ph)
como o resultado de uma anélise do conceito l6gico e primitivo de niumero cardinal
permanece em aberto.

No entanto, na falta de um critério rigoroso que nos diga quando um determinado
conceito € ou ndo um conceito l6gico, a suposicdo que o conceito de numero
cardinal € um conceito I6gico carece fundamentacdo. Ndo vamos aqui entrar numa
discussdo complexa sobre a definicdo da categoria conceito l6gico, mas h& que
referir, a favor do logicista, que quem pretender excluir o conceito de numero
cardinal desta categoria terd que nos explicar porque é que, por exemplo, 0S
conceitos de negacdo e de quantificacdo séo l6gicos e o de numero cardinal néo.
Repare-se que todas as definicbes habituais de “conceito l6gico”, viz. conceito a
priori, conceito aplicAvel em todos os ramos do saber, conceito essencial para a
teoria da inferéncia, implicam a classificacdo do conceito de numero cardinal como

um conceito logico.
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Uma outra critica (levantada por George Boolos®) & interpretacéo de (ph) como
uma verdade logica primitiva fundamenta-se na seguinte definicdo de “verdade
l6gica”: uma frase exprime uma verdade logica de ordem n se for verdadeira em
qualquer interpretacdo de uma linguagem de ordem n. Quem aceitar esta definicdo
vé-se obrigado a concluir que o axioma (ph) ndo exprime uma verdade Idgica pois €
falso em interpretagbes cujo dominio de primeira-ordem é de cardinalidade finita
(isto segue-se directamente do facto de PA2 ser interpretdvel em PH). Serd, no
entanto, esta definicio de verdade légica correcta? E certo que ela capta um dos
aspectos mais estruturantes da noc¢dao intuitiva de verdade légica, a saber, que as
verdades logicas sdo independentes do assunto, aplicaveis em todos os ramos do
saber, universais. Existem, no entanto, definices alternativas de verdade l6gica que
continuam a captar esta intuicio mas que ndo implicam, como esta definicdo
implica, a inexisténcia de objectos logicos (i.e. objectos cuja existéncia é
demonstravel a partir de verdades l6gicas). Podemos por exemplo estipular que uma
frase a exprime uma verdade logica se € verdadeira em qualquer interpretacdo que
contenha no seu dominio de primeira-ordem todos o0s objectos ldgicos. Esta
definicdo alternativa de verdade l6gica continua a respeitar a intuicdo a que nos
referimos sem no entanto excluir a priori a possibilidade de existirem objectos

l6gicos, excluséo esta que nos parece arbitraria.

*0 G.Boolos, “The Standard of Equality of Numbers” (1990) em Wiliam Demopoulus (ed.),

Frege’s Philosophy of Mathematics, Harvard University Press, 1995.
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b) Serd o axioma (ph) uma definicdo contextual do conceito de nimero cardinal?

Sejam quais forem as razdes filosoficas para classificar o conceito de nuimero
cardinal como um conceito légico primitivo, o logicista pode aspirar a uma posicao
mais forte. Ao afirmar que o conceito de numero cardinal é um conceito Idgico
primitivo o logicista afirma também que existe algo de especifico a aritmética que a
distingue da logica de segunda-ordem plena. A aritmética seria entdo uma teoria
l6gica mais abrangente do que a logica de segunda-ordem plena da mesma forma
que esta é mais abrangente do que o célculo proposicional. Uma versao mais forte
do logicismo consiste em defender que a aritmética ndo é uma teoria mais
abrangente do que a légica de segunda-ordem plena mas, pelo contrario, € uma
teoria interpretavel nesta légica, ou seja, uma teoria cujas constantes sdo definiveis
e cujos axiomas (relativizados a algum predicado) sdo demonstraveis em logica de
segunda-ordem plena. E esta versdo do logicismo que Crispin Wright,
fundamentando-se na teoria PH e no Teorema de Frege, tenta defender em Frege’s
Conception of Numbers as Objects. Como dissemos, a estratégia de Wright passa
pela interpretacdo do axioma (ph) ndo como o resultado de uma andlise mas como
uma (espécie de) definicdo (I6gica) do conceito de niumero cardinal.

Nos Grundlagen Frege introduz o que podemos chamar de Principio do Contexto
segundo o qual sé se pode perguntar pelo sentido e referéncia de uma palavra no

contexto de uma proposicdo.***? No que respeita a métodos de definicdo, este

*! G.Frege, Os Fundamentos da Aritmética, p.34.
*2 pare sermos exactos Frege aplica o Principio do Contexto & nocdo de denotacéo e ndo as de

sentido e referéncia. Quando escreveu os Grundlagen Frege ainda néo tinha tracado a distingéo entre
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principio levanta a possibilidade de se definir uma expresséo através da definicdo do
sentido de frases em que ela ocorre. Nos Grundlagen Frege diz-nos que este tipo de
definicdo — definicdo contextual — € mesmo possivel, pelo menos no que respeita
nomes préprios: para que uma palavra t seja um nome préprio (refira um objecto)
basta, segundo Frege, atribuir um sentido a todas as frases do género [t é 0 mesmo
que s | em que s é um nome préprio.*®

Apresentados este principios, Frege levanta a hipétese de (ph) ser uma definicdo
do conceito de nimero cardinal.** A ideia de Frege é que ao atribuir um sentido a
frases do género [#F=#G] (ph) possa ser interpretado, & luz do Principio do
Contexto, como uma definicdo dos nomes préprios do género [#F| e, logo, da
expressdo “#". Seria entdo possivel definir o conceito Card de numero cardinal

atraves da equivaléncia “Cardx«>def3F(x=#F)".

i) O Problema de Julio César

Surge, no entanto, segundo o préprio Frege, um problema.* E que (ph) s6 atribui
sentido a frases do género [#F=#G1, ou seja, equacdes em que ambos os lados
ocorre um nome préprio do género [#F 1. (ph) ndo atribui sentido a frases do género
[#F=Julio Césarl, ou seja, equaces em que um dos lados ocorre um nome proprio

do género [#F | e no outro um termo de qualquer outro tipo. Segue-se que, & luz dos

sentido e referéncia. A nocéo de denotacdo desempenhava entdo de uma forma ambigua ambos os
papeis que as nog¢des de sentido e de referéncia vieram desempenhar mais tarde.
3 ibid, p.84.
* ibid, p.84.
** ibid, p.86.
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principios de Frege, (ph) ndo pode por si s6 ser interpretado como uma definicdo
(contextual) dos nomes préprios do género [ #F |, nem, por conseguinte, do conceito
de numero cardinal. Este problema ficou conhecido como o “Problema de Julio
César”.

A primeira vista este parece ser um problema de facil resolucdo: basta estipular
que todas as frases do género [#F=t |, em que t ndo é do tipo [#G 1, sdo falsas, ou
seja, ndo autorizar a identificacdo de um numero cardinal com um objecto de
qualquer outro tipo. No entanto, esta solucdo nio satisfaz Frege. E que ao
estipularmos que todas as frases do género [#F=t| sdo falsas estamos, segundo
Frege, a assumir ilegitimamente que nenhum dos objectos referidos por nomes
préprios de outro tipo que [#F| sdo nimeros cardinais.*® Se ja existiam nomes
proprios que referiam, antes de introduzirmos (ph), nimero cardinais entdo alguma
frase do género [ #F=t | terA mesmo que ser verdadeira. Se ja tivéssemos o conceito
de ntmero cardinal poderiamos estipular que [#F=t] é falsa se t ndo referir um
namero cardinal, caso contrario, se t refere o numero cardinal de um conceito C, as
condicbes de verdade de [#F=t] sdo as dadas por (ph), ou seja, [F~Cl].
Formalmente:

#F=t <>def IC(#C=tAF=C).
Porém, uma vez que o conceito de numero cardinal é justamente o conceito que
procuramos definir, esta solugdo é circular.

Este ultimo raciocinio revela, entretanto, com mais detalhe a forma como Frege
vé, nos Grundlagen, o Problema de Julio César e, mais especificamente, o tipo de

definicdo que ele procura para os nomes préprios do género [ #F . Em primeiro lugar,

“% ibid, p.86.
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Frege esta a tomar em consideracdo todos os nomes préprios da linguagem e néo,
como seria hoje mais habitual, um conjunto restrito de nomes préprios de uma
linguagem formal particular. Em segundo lugar, e mais importante, ele acredita que é
possivel alguns dos nomes préprios dessa linguagem referirem ja, antes da
definicdo, numeros cardinais.

Os objectivos de Frege nos Grundlagen devem portanto ser interpretados da
seguinte forma. Ao definir as expressdes do género [#F| Frege ndo procura
introduzir na linguagem um conjunto novo de expressées com um novo sentido mas
sim analisar o sentido de expressdes que ja pertenciam a linguagem e que ja eram
compreendidas. Dito numa terminologia Fregeana: com a definicdo das expressfes
do género [#F| Frege procura ndo uma definicdo construtiva mas uma definicdo
analitica.*” Exemplos de expressdes do género [#F | que ja pertenciam & linguagem
sdo o numero dos satélites da Terra ou o numero dos dias da semana. Estas
expressdes tém ja um sentido determinado que devera ser respeitado pela definicdo
analitica da expressao-funcional “#”. O que a definicdo procurara fazer é apresentar
0 sentido destas expressdes de uma forma sistemética reduzindo-o a nocées mais
gerais e conceptualmente prioritarias.

E facil ver como (ph) pode ser visto por Frege como (parte de) uma definicéo
analitica contextual de expressdes do género [#F]. Como vimos no inicio deste
capitulo, o sentido das expressdes do género [#F| pode ser, segundo Frege,

definido através do sentido das frases em que ocorrem. Ao apresentarmos o0 sentido

*" G.Frege, “Logik in der Mathematik” (1914) em H.Hermes, F.Kambartel, F.Kaulbach (ed.),
Nachgelassene Schriften und wissenschaftlicher Briefwachsel, vol |, Felix Meiner, Hamburg, 1969.
Traducdo inglesa “Logic in Mathematics” em Gottlob Frege, Posthumous Writings, trad. P.Long,
R.White, Oxford University Press, 1979, p.210.
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destas frases de uma forma sistematica reduzindo-o ao sentido de frases
conceptualmente prioritarias, estaremos indirectamente (via o Principio do Contexto)
a construir uma definicdo analitica para estas expressoes.

Torna-se agora mais claro como é que Frege entende nos Grundlagen o
Problema de Julio César. E que apesar da frase “o nimero dos satélites da Terra é
Julio César” ser obviamente falsa, (ph) nada nos diz acerca do seu sentido destas e
ndo pode por isso ser interpretado como uma definicAo analitica contextual da
expressdo “o numero dos satélites da Terra”, nem, pelas mesmas razbes, de
qualquer expressdo do género | #F |. Dai Frege dizer-nos que, apesar de ninguém
confundir o famoso imperador romano com o numero quatro, iSSO ndo € gracas a
(ph): *® este axioma, apesar de conseguir sistematizar e reduzir o sentido de frases
do género [#F=#G | a “algo de mais geral” e de conceptualmente prioritario, falha na
sistematizacéo/reducdo do sentido de frases do género [#F=t| e ndo pode por isso
ser interpretado como uma definicdo analitica contextual completa das expressoes
do género [ #F |.

Posto desta forma o Problema de Julio César parece ndo afectar a hipotética
definicdo contextual dos nomes préprios do género [ #F | no ambito da teoria PH pela
simples razdo que nesta teoria ndo existem nomes proprios de outro género. O
problema, no entanto permanece pois se a teoria PH € suposta ser utilizada na
defesa de teses logicistas, os nomes préprios do género [ #F | devem ser entendidos
como nomes proprios dos numeros cardinais que sdo utlizados ndo s6 em
aritmética pura mas também em aritmética aplicada — como quando utilizamos

raciocinios do género Uma vez que cada folha tem duas paginas e que este livro

8 G.Frege, Os Fundamentos da Aritmética, p86.
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tem 50 folhas entdo, dado que 2x50=100, este livro tem 100 paginas. Os nomes
préprios do género [ #F | devem portanto ser entendidos como pertencentes a uma
linguagem mais abrangente do que a linguagem formal de PH.

Nos Grundlagen Frege ndo encontra qualquer solugcédo para o Problema de Julio
César e acaba mesmo por desistir de uma definicdo contextual das expressfées do
género [ #F | (através do axioma (ph)) optando por uma definicdo explicita em termos
de extensdes.*

Segundo Wright, no entanto, este passo foi precipitado pois o Problema de Julio
César tem uma solugdo.® Wright acredita que, apesar de (ph) ndo explicar de uma
forma directa o sentido de frases do género [#F=t], ele pode ser utilizado para
explicar o sentido destas frases de forma indirecta. E que, segundo Wright, ao
estipular que o que determina a identidade entre nimeros cardinais € a existéncia de
uma bijec¢do entre conceitos, (ph) exclui a hipotese de se identificar um nimero
cardinal com Julio César pois a existéncia ou ndo de uma bijeccdo entre certos
conceitos é completamente irrelevante para determinar a identidade de uma pessoa,
0 que nao seria o caso se Julio César fosse um nimero. O mesmo raciocinio aplica-
se, na opinido de Wright, a nomes de objectos de qualquer outra categoria:>* se o

que determina a relacdo de identidade entre objectos da categoria 8 ndo é a

9 ibid, p.87.

% C.Wright, Frege's Conception of Numbers as Objects, p.114.

*1 Uma “categoria” é um conceito cujos critérios de identidade ndo podem ser definidos & custa
dos critérios de identidade associados a um conceito mais abrangente. O conceito de humano, por
exemplo, ndo é uma categoria uma vez que

X € 0 mesmo humano que y <> x € humano A y € humano A x € o mesmo animal que y.

O conceito de animal, por sua vez, ja € uma categoria.
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existéncia de bijecbes entre conceitos, entdo (ph) exclui a possibilidade de se
identificarem objectos dessa categoria com numeros cardinais.

A forma “indirecta” como, segundo Wright, (ph) explica o sentido de frases do
género [ #F=t| é portanto a seguinte: se t refere um objecto de uma categoria § tal
que os valores de verdade de equacdes compostas por nomes proprios n e m de
objectos de & ndo sdo sistematicamente determinados por frases do género [ N~M],
em que N e M sao predicados associados a n e m respectivamente, entdo a frase
[#F=t] é falsa. Se, pelo contrario, t refere um objecto de uma categoria § com essas
caracteristicas, entdo o valor de verdade da frase [#F=t | é o mesmo que o da frase
[F~T]em que T é o predicado associado ao nome t .>

Repare-se que, segundo a proposta de Wright, o conhecimento do sentido de
(ph) néo é suficiente para se chegar ao conhecimento do sentido de uma frase do
género [#F=t|. Para compreendermos uma frase deste género devemos também
conhecer, para além de (ph), pelo menos parte do sentido do nome préprio t. Em
particular, devemos conhecer os critérios que determinam o valor de verdade de
equacOes compostas por termos que referem objectos da categoria do referente de
t. Ora isto parece-nos bastante natural. Nao vemos qualquer razdo porque uma
definicdo (analitica ou ndo, contextual ou ndo) da uma expressdo do género | #F |
deva por si s6 explicar o sentido de uma frase como [#F=t| em que t € um nome
proprio jA compreendido: o conhecimento do sentido de t deve também, como é

Obvio, ser utilizado na explicacdo do sentido desta frase.

*2ibid, p.114.
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Em Frege: Philosophy of Mathematics Michael Dummett critica a solugdo que
Wright propde para o Problema de Jilio César.>® De acordo com Dummett a solugéo
de Wright contradiz um principio defendido pelo proprio Frege nos Grundlagen,
nomeadamente o principio segundo o qual ndo se pode interpretar a forma como um
objecto foi introduzido como uma propriedade desse objecto pois issO seria
“pressupor que um objecto sé poderia ser dado de um Gnico modo”.>*

Quanto a nés nao € de todo claro que este principio, da forma como Frege o
entende, esta em conflito com a proposta de Wright. O que nos interessa aqui,
porem, ndo é tanto a forma correcta de interpretar Frege mas a opinido pessoal de
Dummett. Visto como uma definicdo contextual (ph) parece ser um tipo de definicao
frequentemente utilizada em matematica, a saber, a definicdo das classes de
equivaléncia relativas a uma determinada relacdo de equivaléncia. Segundo
Dummett, neste tipo de definicbes devemos assumir a existéncia de um conjunto
inicial de objectos “primarios”.>® E a partir destes objectos “primarios” que podemos
entdo definir i) ou uma relacdo de equivaléncia entre eles (por exemplo a relagao de
paralelismo entre rectas); ou ii) um conjunto de conceitos e uma relacdo de
equivaléncia entre esses conceitos (por exemplo a relagdo de equinumeracidade
entre conceitos). Uma vez definidas estas relacdes de equivaléncia, podemos
finalmente definir um conjunto de objectos “secundarios”, ou seja, 0s objectos que se
chamariam, em matematica, “classes de equivaléncia”. No caso de (ph) definimos
0s numeros cardinais (objectos “secundarios”) através da relacdo de equivaléncia de

equinumeracidade entre conceitos (compostos por objectos “primarios”). No caso do

3 M.Dummett, Frege: Philosophy of Mathematics, p.159-166.
** G.Frege, Os Fundamentos da Aritmética, p.87.

5 M.Dummett, Frege: Philosophy of Mathematics, p.163.
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conceito de direccdo, definimos a direccdo de uma recta (objecto “secundério”)
através da relagcdo de equivaléncia de paralelismo entre rectas (objectos
“primarios”):

Direccdo darectar: = Direccdo darectar2 <> ri é paralelaarz.

Dito isto, Dummett diz-nos que nada nos impede de identificar um destes
objectos “secundéarios” com um objecto “primario”.>® Nada nos impede, por exemplo,
de identificarmos a direccdo de uma recta r com uma recta particular desde que,
como é oObvio, identifiguemos a direccdo de todas as rectas paralelas a r com a essa
mesma recta. Ora na medida em que as condicbes de verdade de equacdes
compostas por nomes de rectas ndo “dependem” de factos sobre paralelismo, este
tipo de identificacdo ndo € autorizado por Wright, o que demonstra, segundo
Dummett, a falsidade da sua posicao.

Em relacdo a posicdo de Dummett devemos referir o seguinte. Apesar de ser
consistente, no sentido em que nao gera quaisquer contradicdes, identificar a
direccdo de uma recta r (e a direccdo de todas as rectas paralelas a r) com uma
recta particular, isto ndo significa que tal identificacdo € correcta. Também seria
consistente, e pelas mesmas razoes, identificar a direccdo da recta r (e a direccao
de todas as rectas paralelas a r) com a Inglaterra e identificar o nUmero quatro, por
exemplo, com Julio César. O problema € que, apesar de consistentes, identificacbes
deste género resultam num conjunto de consequéncias indesejaveis. Se 0 numero
quatro fosse Julio César, por exemplo, frases como “2+2=Julio César”, “0 numero
quatro foi assassinado com um punhal nas costas”, “0 ndmero quatro é um
mamifero”, etc. teriam que ser verdadeiras. Este tipo de situacdo, apesar de

consistente, parece-nos quanto a nds de evitar, tanto que ndo vemos qualquer

%% ibid, p.164.
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utiidade (para além de uma hipotética economia ontoldgica) na identificacdo da
direccdo de uma recta com uma recta particular nem com a identificacdo de um
ndmero com uma pessoa.

Repare-se entretanto que Dummett esta de acordo com Wright no que respeita a
ndo autorizacdo da identificacdo trans-categérica de objectos “primarios” entre si.
Segundo Dummett, este tipo de identificacdo, para além de indtil, resultaria numa
grande confus&o.”” Para suportar a sua posicdo Dummett da-nos o seguinte
exemplo. Considerem-se as duas categorias letra-do-alfabeto e inscricdo-de-letra,
distinguiveis pelo facto de a palavra “jejum” ser composta por quatro letras-do-
alfabeto mas por cinco inscricdes-de-letras. Suponhamos que identificamos a letra-
do-alfabeto “j” com a inscricdo-de-letra “|”. Entdo a questdo Qual a origem histérica
da terceira inscricdo-de-letra da palavra “jejum”? que seria, habitualmente, uma
guestdo sem sentido, passava agora a ser uma questdo com sentido. Dummett
conclui que identificacdes trans-categoricas de objectos “primarios” ndo devem ser
permitidas, sem se aperceber, no entanto, que uma confusdo semelhante ocorre
guando se identificam objectos “secundarios” com objectos “primarios”, tal como
vimos no paragrafo anterior.

Existem outros problemas com a critica de Dummett, nomeadamente, a sua
distincdo entre objectos “primérios” e objectos “secundarios”. O sucesso desta
distincdo é essencial para a posicdo de Dummett pois é através dela que ele traca a
fronteira entre as identificacbes trans-categoricas permitidas e as ndo permitidas.
Repare-se que, a primeira vista, a distincdo de Dummett parece ser relativa a um
determinado sistema de definicdes: se tivéssemos optado por comecar com um

conjunto que incluia, desde o inicio, os nimeros cardinais e definir a partir dai uma

*" ibid, p.163-164.
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série de relacdes de equivaléncia e de objectos “secundarios”, os nimeros cardinais
seriam classificados como objectos “primarios”. Seria entdo impossivel, afinal,
identificar o nimero quatro com Julio César.

Contra isto Dummett provavelmente argumentaria que ndo somos livres de
escolher um ou outro sistema de definicbes: existem sistemas de definicbes
correctos e sistemas de definicdes incorrectos. Em qualquer sistema correcto,
objectos “concretos” do género Julio César e a Terra deverdo ser classificados como
objectos “primarios” enquanto que objectos “abstractos” como direc¢des e niumeros
cardinais deverdo ser classificados como objectos “secundarios”. Mas quais sao
entdo os critérios para a correcgcao de um sistema de definicbes?

N&o vamos aqui discutir as ramificacdes deste problema. No entanto, supondo
gue Dummett consegue, no final do dia, tracar a distingdo pretendida entre objectos
“primérios” e “secundarios”, ao autorizar a identificacdo de um objecto “secundério”
como a direc¢do de uma recta r com um objecto “primario” como uma recta s, ele vai
se ver confrontado com o seguinte dilema: é que a partir do momento em que
estipulamos a identificagdo, a direccdo de r passa a ser simultaneamente um objecto
“secundario” e um objecto “primario”, o que parece ser contraditorio.

Devemos portanto concluir que as criticas de Dummett a solu¢cdo de Wright do

problema de Julio César ndo sao validas e que a solucao de Wright é correcta.

i) As criticas intuicionistas de Dummett

Em Frege: Philosophy of Mathematics Michael Dummett desenvolve outro tipo de
criticas a interpretacdo de (ph) como uma definicgdo contextual do conceito de
namero cardinal. De acordo com Dummett, ao tentar utilizar o axioma (ph) para

introduzir os nomes préprios do género [#F |, Wright esta a tentar fazer uma tarefa
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impossivel, a saber, “fixar o sentido de equacdes e, simultaneamente, fixar o
dominio de primeira-ordem da linguagem”.>®

Esta critica de Dummett deve ser entendida a luz da sua discussdo sobre a
impredicatividade de segunda-ordem que ocorre algumas paginas antes no mesmo
livro.>® Como vimos, dizemos que uma teoria é impredicativa no que respeita a
segunda-ordem se permitir explicitamente através dos seus axiomas definicdes
impredicativas de conceitos. Suponhamos que A(x) é uma féormula de uma
linguagem de segunda-ordem na qual ocorrem quantificadores de segunda-ordem.
Suponhamos que queremos definir, numa determinada teoria T da linguagem L, um
conceito verdadeiro apenas dos objectos dos quais A(x) é verdadeira. Sera que
existe um tal conceito? A resposta sera afirmativa se conseguirmos demonstrar que
T implica 7 vX(Fx«»A(Xx)). Ora se a logica subjacente a teoria T € a légica de
segunda-ordem plena, da qual faz parte o axioma (comp), a resposta sera
necessariamente afirmativa. Segue-se que todas as teorias de segunda-ordem cuja
l6gica € plena permitem explicitamente através dos seus axiomas definicoes
impredicativas de conceitos e sdo, por conseguinte, teorias impredicativas.

Repare-se que ao assumirmos a validade do axioma (comp) no contexto da
l6gica de segunda-ordem estamos implicitamente a decretar que o dominio de
segunda-ordem de uma interpretagcédo nao pode ser definido de uma forma qualquer,
ou seja, nao temos total liberdade para estipular quais os conceitos que pertencem

ou ndo a este dominio: o dominio tera que conter conceitos suficientes para validar o

axioma de compreensao.

%8 |bid, p.236.

9 p.226.

45



Suponhamos agora que temos uma linguagem L de primeira-ordem para a qual
ja temos uma interpretacdo. Dada uma qualquer formula A(x) de L ja sabemos, por
suposicdo, se ela é ou nao verdadeira (na interpretacdo dada) de um qualquer
objecto. Isto implica, segundo Dummett, que implicito no nosso conhecimento da
linguagem L e da sua interpretacdo encontra-se um método para determinar um
dominio de segunda-ordem, a saber, estipular que o dominio consiste em todos os
conceitos definiveis através de formulas de primeira-ordem de L. Segue-se que a
introducdo dos quantificadores de segunda-ordem na linguagem €, de certa forma,
“auto-explicativa” podemos simplesmente estipular que uma frase do género
[3FA(F)], em que A(F) é uma férmula em que a variavel de segunda-ordem “F”
ocorre livre, € verdadeira se e sO se existir uma formula B(x) da linguagem de
primeira-ordem tal que a frase [ A(B(x)) | é verdadeira, e que uma frase do género
[VFA(F)1 é verdadeira se e s6 se para todas as férmulas de primeira-ordem B(x) a
frase [A(B(x))| é verdadeira. Esta estipulacdes seriam suficientes para justificar a
validade do axioma de compreenséo predicativo (comp-pred).

Ora, 0 mesmo nao acontece se quisermos justificar a validade do axioma de
compreensao impredicativo (comp) e utilizar formulas que contém quantificadores
de segunda-ordem na definicdo de conceitos pertencentes ao dominio desses
quantificadores. O problema €é que se estipulamos, a semelhanca do caso
predicativo, que uma frase do género | VFA(F) | é verdadeira se e s6 se para todas
as férmulas de primeira e segunda-ordem B(x) a frase A(B(x)) é verdadeira,
entramos num circulo vicioso e ndo seremos capazes de determinar o valor de
verdade de [ VFA(F) . A razdo é que para determinar o valor de verdade desta frase

devemos determinar o valor de verdade de frases em que a prépria frase ocorre
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como sub-frase, o que é impossivel se ndao conhecermos de anteméo o valor de
verdade da frase inicial.

Repare-se que este raciocinio ndo demonstra, e Dummett estd de acordo
connosco neste ponto, a incorreccdo da quantificacdo de segunda-ordem
impredicativa mas apenas que esta ndo pode ser explicada com a mesma facilidade
que a quantificacdo predicativa. Existe na realidade um método “classico” para
explicar a quantificacdo de segunda-ordem impredicativa, método esse que parte da
concepcao de uma totalidade de conceitos entendidos como atribui¢cdes arbitrarias
de valores de verdade a todos os objectos de um dominio dado. Se assumirmos a
validade e consisténcia desta concepcado podemos estipular que uma frase do
género [ VFA(F) ] é verdadeira se e sé se a formula A(F) é verdadeira de todos os
conceitos pertencentes a esta totalidade e que uma frase do género [3IFA(F)] é
verdadeira se e s6 se a formula A(F) € verdadeira de pelo menos um conceito
pertencente a esta totalidade. Dummett diz-nos que o que |he interessa aqui ndo é
propriamente saber se esta concepg¢do de uma totalidade de conceitos é ou néo
aceitavel, o que lhe importa frisar é que a quantificacdo de segunda-ordem
predicativa é, ao contrario da impredicativa, “auto-explicativa”.®

Uma diferenca importante entre um predicativista e um impredicativista de
segunda-ordem € portanto, na opinido de Dummett, que o predicativista tem mais
facilidade em explicar a quantificagdo de segunda-ordem do que o impredicativista
uma vez que o primeiro ttm um método muito simples para delimitar o dominio de
segunda-ordem, método esse que nédo funciona para o segundo. Ao contrario do
predicativista, que pode simplesmente dizer que o seu dominio de segunda-ordem

consiste em todos os conceitos definiveis através de formulas de primeira-ordem, o

%0 p.228.
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impredicativista vé-se obrigado a encontrar um método diferente para delimitar o seu
dominio de quantificacdo de segunda-ordem. Repare-se, entretanto, que este
acrescento no trabalho do impredicativista vai trazer-lhe uma vantagem: ao contrario
do predicativista ser-lhe-4 sempre legitimo definir um conceito a custa de
quantificacdes de segunda-ordem e 0s seus sistemas serdo, portanto, sempre mais
fortes.

A discussdo de Dummett restringe-se a impredicatividade das quantificacdes de
segunda-ordem. Existe no entanto um problema analogo com os quantificadores de
primeira-ordem.®’ Dizemos que uma definicdo de um conceito é impredicativa
quando ocorrem no definiens quantificadores de segunda-ordem em cujo dominio
esse mesmo conceito esta incluido. Paralelamente, podemos dizer que uma
definicdo de um objecto € impredivativa se no definiens ocorrem quantificadores de
primeira-ordem em cujo dominio esse mesmo objecto esta incluido. Aqui as
diferencas entre as posi¢cdes do predicativista e do impredicativista ndo s&o tao
faceis de encontrar. A situacdo é, no entanto, paralela. No caso de segunda-ordem
tinhamos comecado com uma linguagem de primeira-ordem L e com uma
interpretacdo para esta linguagem. Se o predicativista se tinha fundamentado na
linguagem L e nas suas regras de construcdo de formulas para, através da
interpretacdo, delimitar um dominio de segunda-ordem, o impredicativista
fundamentava-se no dominio de primeira-ordem da interpretacdo para definir,
através da concepcao da totalidade de atribui¢cdes arbitrarias de valores de verdade
a todos os objectos pertencentes a este dominio, o seu dominio de segunda-ordem.

Agora, no entanto, ndo podemos assumir o conhecimento de uma linguagem de

®. A importancia da distingéo entre impredicatividade de primeira-ordem e impredicatividade de
segunda-ordem foi-me apontada por Fernando Ferreira.
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primeira-ordem interpretada uma vez que o que se vai querer explicar €, justamente,
o sentido dos quantificadores de primeira-ordem, expressdes estas que ja
pertencem a linguagem. Podemos, no entanto, assumir o conhecimento de uma
linguagem de primeira-ordem sem quantificadores (a qual podemos chamar
“linguagem de ordem zero”), ou seja, uma linguagem que contém apenas, para além
das constantes l6gicas do calculo proposicional e de um simbolo para a igualdade,
um conjunto de nomes préprios, um conjunto de predicados, um conjunto de
expressdes-relacionais e um conjunto de expressdes-funcionais. Podemos assumir
também que conhecemos uma interpretacdo para esta linguagem. Esta seria, na
realidade, a situacdo paralela a proposta por Dummett na sua discussdo da
quantificacdo de segunda-ordem. Partindo destes pressupostos podemos agora
distinguir a posi¢cao do predicativista de primeira-ordem da do impredicativista de
primeira-ordem de uma forma semelhante a utilizada por Dummett no caso da
segunda-ordem. Tal como o predicativista de segunda-ordem, o predicativista de
primeira-ordem tem a sua disposicdo um método “auto-explicativo”, utilizando o
termo de Dummett, para definir o seu dominio de primeira-ordem: ele podera
estipular que o dominio de primeira-ordem consiste em todos os objectos definiveis
por expressbes da linguagem.®> Tal como no caso de segunda-ordem, esta
estratégia explicativa ndo pode ser utilizada por um impredicativista pois ela ndo é

suficiente para justificar a validade de definicbes de objectos impredicativas. Mais

%2 Repare-se que saber quais sdo 0s objectos ou os conceitos definiveis através de uma dada
linguagem interpretada, nédo € de todo uma tarefa facil: tudo dependera da nossa teoria de definigdo.
O predicativista de segunda-ordem, ao aceitar unicamente a existéncia de conceitos definiveis por
férmulas de primeira-ordem tem uma solugdo pratica para este problema pois é facil compreender
como é que cada uma destas formulas define um conceito seja qual for a interpretacdo. O problema é

mais complexo para a primeira-ordem onde ndo parece existir uma estratégia tdo simples.
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uma vez, o impredicativista tera que recorrer a um método independente, agora para
delimitar o dominio de primeira-ordem.

Até agora apenas consideramos definicdes explicitas, ou seja, definicdes em que
atribuimos um sentido ao definiendum de uma forma directa identificando-o com o
sentido de uma outra expressdo — o definiens — que se assume ja conhecida e
compreendida. O mesmo raciocinio aplica-se no entanto ao método de definicdo
contextual. Podemos dizer que uma definicdo contextual de uma série de nomes
proprios ni € impredicativa se as frases através das quais atribuimos sentido as
equaces do género [ni=nj| contém quantificadores de primeira-ordem em cujo
dominio os referentes dos nomes ni sdo supostos pertencer. Ora, este género de
definicdo s6 podera funcionar se for possivel determinar o sentido daquelas frases
sem recorremos aos nomes proprios ni que estamos a tentar introduzir, ou seja,
devemos encontrar um método independente ndo predicativista para determinar o
dominio de quantificacdo dos quantificadores de primeira-ordem.

Face a estas consideracdes sobre a impredicatividade, torna-se mais facil
compreender a critica de Dummett a interpretacdo de (ph) como uma definicao.
Repare-se que (ph) pretende ser, antes de mais, uma definicdo contextual de todos
os nomes préprios do género [#F|. E a partir dos nomes préprios deste género que
se torna possivel definir o conceito de numero cardinal através da formula
“Cardx<«>defdF(X=#F)" e, posteriormente, o conceito de numero natural através da
formula “Natx<«>defOP*xvx=0". Ora, uma vez que Wright pretende, por um lado, incluir
0Ss numeros cardinais no dominio dos quantificadores de primeira-ordem que
ocorrem no lado direito de (ph), e por outro, incluir o conceito de nimero natural no
dominio dos quantificadores de segunda-ordem que se encontram no inicio deste

axioma, devemos concluir que (ph) é duplamente impredicativo: a impredicatividade
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€ de primeira-ordem quando (ph) é interpretado como uma definicdo dos numeros
cardinais individuais e é de segunda-ordem quando (ph) é interpretado, em conjunto
com as formulas “Cardx<«>defiF(x=#F)" e “Natx<«>defOP*xvXx=0" como uma definicdo
do conceito de numero natural.

Até aqui tudo bem: Dummett ndo tem, como vimos, nada a apontar as definicdes
impredicativas (de primeira ou segunda-ordem) por si s6. O problema desta
definicdo estd, e é este o ponto fulcral da critica de Dummett, na forma como Wright
tenta delimitar os dominios dos quantificadores (de primeira e segunda-ordem) que
ocorrem em (ph). Se a definicdo fosse predicativa hdo seria necessario, na opiniao
de Dummett, delimitar os dominios de quantificacdo: poderiamos assumir que o
dominio de quantificacdo de primeira-ordem consistia em todos o0s objectos
definiveis por intermédio de expressfes que nao contém quantificadores de
primeira-ordem e que o dominio de quantificacdo de segunda-ordem consistia em
todos os conceitos definiveis por férmulas da linguagem que nao contém
quantificadores de segunda-ordem: a quantificacdo seria, nas palavras de Dummett,
“auto-explicativa”. No entanto, face a (dupla) impredicatividade de (ph) este caminho
esta fechado. O problema é que, segundo Dummett, é exactamente este o caminho
que Wright tenta tomar para delimitar ambos os dominio de quantificacédo: fixar o
dominio de quantificacdo de primeira-ordem a moda predicativista estipulando que
este consiste em todos os objectos definiveis por expressdes da linguagem (entre as
quais os nomes préprios do género [#F| que estdo a ser definidos & custa de
quantificacdes de primeira-ordem), e fixar o dominio de segunda-ordem também a
moda predicativista estipulando que este € constituido por todos 0s conceitos

definiveis por formulas da linguagem (entre as quais o predicado “Nat” definido, ele
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préprio, & custa de quantificacdes de segunda-ordem)®®. Dai Dummett dizer-nos que
Wright tenta fazer algo impossivel: “fixar o sentido de equacdes” (i.e. definir
contextualmente os nomes préprios do género [#F| utilizando para o efeito
quantificadores de primeira-ordem) “e, simultaneamente, fixar o dominio de primeira-
ordem da linguagem” (utilizando para o efeito os nomes préprios que estdo a ser
definidos). Dummett podia acrescentar, de acordo com 0 seu proprio raciocinio, que
Wrigh tenta fazer outra tarefa impossivel: definir o predicado “Nat” utilizando para o
efeito quantificacdes de segunda-ordem e, simultaneamente, utilizar este predicado
na delimitacdo do dominio desses mesmos quantificadores.

Devemos portanto concluir que a critica de Dummett a interpretacdo de Wright de
(ph) como uma definicdo dirige-se ndo a impredicatividade per se, mas a forma
como Wright tenta delimitar ambos os dominios de quantificacdo dado o caracter
(duplamente) impredicativo de (ph). Dummett acusa a definicdo ndo de ser

impredicativa mas de ser “circular” no sentido que pressupde 0S recursos

D

conceptuais que pretende introduzir.®* E certo que a razdo porque a definicao

D

circular prende-se com o seu caracter impredicativo, mas a impredicatividade néo
por si sO, de acordo com o raciocinio de Dummett, razao suficiente para a rejeitar em
definitivo.

O raciocinio de Dummett parece-nos perfeitamente claro. Se pretendemos definir
uma expressao E através de uma expressao F (ou de um conjunto de expressoes Fi
no caso da definicdo ser contextual) devemos assumir que o sentido de F (ou de

todas as Fi) jA esta determinado. Em particular, se F (ou as Fi) contém

% Dummett parece restringir a sua critica & componente de primeira-ordem. No entanto, o
mesmo raciocinio aplica-se a componente de segunda-ordem.

% bid, p.236.
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quantificadores (de primeira ou segunda-ordem), deve ser possivel especificar sobre
0 que estes quantificadores quantificam pois sem uma especificacdo deste género
sera ilicito assumir que F (ou as Fi) tem um sentido determinado. Se, no entanto, ndo
for possivel especificar sobre o que se estda a quantificar sem recorremos a
expressdo E nem ao sentido que Ihe estamos a tentar atribuir, a definicdo é circular
e deverd ser rejeitada.

Isto deixa Wright com duas hipo6teses distintas: ou interpreta o axioma (ph) e a
definicdo do predicado “Nat” como definiges predicativas excluindo os referentes
dos nomes préprios do género [#F | do dominio de primeira-ordem e o conceito de
namero natural do dominio de segunda-ordem, ou encontra métodos independentes
ndo predicativistas para delimitar os dominios de quantificacdo de primeira e
segunda-ordem.

Para interpretar a aritmética de segunda-ordem € necessario, entre outras coisas,
demonstrar e existéncia de um numero infinito de objectos, viz. 0s nimeros naturais.
Isto é feito, em PH, definindo o zero como o0 numero do conceito vazio e, para cada
namero n, definindo o nimero n+1 como o numero dos nimeros que precedem ou
sao idénticos a n, demonstrando de seguida que todos este numeros sao diferentes.
E portanto essencial, nesta demonstracdo, que os nimeros possam eles proprios
“ser contados”, ou seja, que existam conceitos da teoria verdadeiros dos numeros.
Mas isto sO é possivel se assumirmos que 0s numeros pertencem ao dominio de
primeira-ordem. Por outro lado, também é essencial para o sucesso da interpretacao
da aritmética de segunda-ordem em PH assumir que o conceito de namero natural

existe, ou seja, que pertence ao dominio de segunda-ordem da teoria.®®

% Ver, a este respeito, os paragrafos iniciais do Apéndice 2a.
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Face ao raciocinio de Dummett, Wright fica portanto com apenas uma hipotese:
encontrar um método para delimitar um dominio de primeira-ordem (que inclua todos
0S numeros naturais) e um dominio de segunda-ordem (que inclua o conceito de
ndmero natural) sem recorrer aos nomes proprios do género [ #F | nem ao predicado
“Nat”. Ora, Dummett ndo vé como isto possa ser feito e conclui que “o problema do
que € que constitui um método legitimo para especificar o dominio pretendido de
uma teoria matematica fundamental (...) permanece sem solucdo”.®®

Num artigo recente Crispin Wright tenta responder a esta critica de Dummett.®’
Wright concorda com Dummett em como a interpretacdo de (ph) como uma
definicdo impredicativa exige que se encontre um método independente nao
predicativista para determinar o dominio de primeira-ordem. Mas Wright acredita que
este método existe: basta interpretar os quantificadores de primeira-ordem como
quantificando sobre literalmente todos os objectos que existem.®

E claro que esta posicdo de Wright s6 é viavel se aceitarmos a validade de
quantificacdes irrestritas deste género, o que Dummett ndo parece estar pronto a
fazer. Em Frege: Philosophy of Language® Dummett diz-nos uma das “licées” dos
paradoxos da teoria dos conjuntos foi que nem o conjunto de todos 0s conjuntos
nem o conjunto de todos os ordinais existem. Dado um conjunto de ordinais (ou de

conjuntos) € sempre possivel construir um ordinal (ou conjunto) que ndo pertence a

esse conjunto. Isto implica que tanto o conceito de conjunto como 0 conceito de

% |bid. p.235.
87 C. Wright, “Response to Dummett” em Matthias Schirn (ed.) Philosophy of Mathematics Today,
Oxford University Press, 1998.

% bid, p.393-394.
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ordinal sdo, para usar as palavras de Dummett, “conceitos indefinidamente
extensiveis”, ou seja, conceitos cujas extensées nao pertencem aos seus préprios
dominios de aplicacdo. Mas isto implica que o préprio conceito de objecto é
indefinidamente extensivel e que as quantificacbes sobre este conceito —
quantificacdes irrestritas — sdo, na opinidao de Dummett, sem sentido.

Mais recentemente, Richard Cartwright’® e George Boolos™* desenvolveram
argumentos a favor das quantificacdes irrestritas. O problema com a posi¢cdo de
Dummett, segundo estes filésofos, € a sua aceitacdo implicita do que Cartwright

chama de “principio dos todos-em-um”’?

, segundo o qual, para que uma frase com
um quantificador tenha um sentido determinado € necesséario que o0s objectos do
dominio de quantificacdo formem uma extensdo (ou conjunto) determinada. Ora,
Cartwright e Boolos acreditam que isto € “pedir de mais”: para que a frase Existe um
objecto com uma altura superior a cinco metros tenha um sentido determinado basta
estipular que estamos a quantificar sobre todas as arvores, por exemplo, ou sobre
todos os prédios de Lisboa, ou até sobre todos os objectos que existem. A mera
enunciacdo de um conceito é, portanto, suficiente, segundo estes filésofos, para
determinar o sentido de uma frase que contém quantificadores de primeira-ordem

(assumindo, é claro, que todas as outras expressées que compdem a frase tém um

sentido determinado): ndo é necessario, em particular, que os objectos dos quais 0

% Michael Dummett, Frege: Philosophy of Language, Harvard University Press, Cambridge
Mass., 1973. p.476 (22 edicao).

© Richard Cartwright, “Speaking of Everything” em Nodis 28:1, 1-20, 1994.

" George Boolos, “Whence the Contradiction?” em Aristotelian Society Supplementary, vol.67,
1993.

2 Richard Cartwright, “Speaking of Everything”, p.7.
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conceito é verdadeiro formem uma extensdo, um conjunto ou outra espécie de
objecto.

A posicdo de Dummett relativamente a esta questédo e ao principio de todos-em-
um €, no entanto, mais complexa e fundamenta-se, antes de mais, numa critica a
nogcdo Fregeana de sentido segundo a qual o sentido de uma frase é identificado
com as suas condi¢des de verdade. Segundo Dummett, esta concepg¢éao “platonista”
da nocdo de sentido é insustentavel em matematica devendo ser substituida por
uma concepcdo de caracter “intuicionista” segundo a qual conhecer o sentido de
uma frase é “ter a capacidade para reconhecer uma sua demonstracédo [ou da sua
negacao], quando esta nos é apresentada”.”® Repare-se que, ao passarmos de uma
concepcao platonista do sentido para uma concepc¢ao intuicionista é a prépria nocao
de verdade que se altera: se, para o platonista, uma frase era verdadeira se e soO se
as suas condi¢des de verdade fossem satisfeitas, para um intuicionista uma frase é
verdadeira se e s6 se ela puder ser demonstrada. No seu artigo The Philosophical
Basis of Intuitionistic Logic’®, escrito 18 anos antes de Frege: Philosophy of
Mathematics, fundamentando-se no pensamento de Wittgenstein, Dummett explica-
nos as razoes para rejeitarmos a concepcéo “platonista” (Fregeana) do sentido de
uma frase. N&do vamos entrar aqui nas ramificacbes desta questdo, queremos
apenas salientar o posicionamento intuicionista de Dummett em relacdo a esta
guestao.

A diferenca entre a concepg¢éo de sentido platonista e a concepg¢ao intuicionista

revela-se em matematica quando consideramos o sentido de frases para as quais

® Michael Dummett, “The Philosophical Basis of Intuitionistic Logic” em Truth and Other
Enigmas, Duckworth, London, 1978.

" Ibid.
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sabemos que nao existe qualquer demonstragcdo nem da sua verdade nem da sua
falsidade, ou seja, o sentido de frases indecidiveis. Ao identificar o sentido destas
frases com as suas condi¢Oes de verdade, o platonista pode continuar a assumir a
validade da lei do terceiro excluido segundo a qual todas as frases ou sédo
verdadeiras ou falsas. E que apesar de ndo existir nenhum método para determinar
o valor de verdade das frases indecidiveis, e de sabermos de antem&o que nunca
iremos conhecer os seus valores de verdade, o platonista acredita que estas frases
tém condi¢des de verdade precisas e que a “realidade matematica” determinara por
si s0O, independentemente do nosso conhecimento, se estas condigfes sdo ou ndo
satisfeitas e se as frases sdo ou nédo verdadeiras.

Em relacdo as frases indecidiveis o intuicionista encontra-se numa posicdo mais
dificil. Uma vez que, por assuncéo, estas frases ndo podem ser demonstradas nem
refutadas, e uma vez que o0 intuicionista ndo tem o0 apoio de uma “realidade
matematica” independente que determine os seus valores de verdade, ele ndo vai
poder assumir, como 0 platonista assumia, que as frases indecidiveis sdo ou
verdadeiras ou falsas, ou seja, ele ndo tem qualquer tipo de justificacédo para a lei do
terceiro excluido que tera, portanto, que ser rejeitada.

Qual é, segundo Dummett, a relacdo entre estas consideracbes acerca das
nocdes de sentido e de verdade e o tipo de especificacdo que é suficiente para
determinar o sentido de uma frase com quantificadores de primeira-ordem? A
relacdo € esta: se o0 conceito através do qual especificamos aquilo sobre o que
estamos a quantificar for indefinidamente extensivel, ndo poderemos, segundo
Dummett, garantir que todas as frases com quantificadores de primeira-ordem sao
decidiveis o que implica, assumindo que as nog¢des intuicionistas de sentido e de
verdade sdo as mais adequadas para a matematica, que a lei do terceiro excluido

deve ser rejeitada. Dai Dummett dizer-nos que “quando o dominio é demasiado
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grande, por exemplo, (...) quando € visto como (...) a totalidade de todos os
objectos, (...) a primeira licdo da descoberta dos paradoxos da teoria dos conjuntos
€ que as quantificacdes sobre esse dominio ndo podem ser vistas como resultando,
sempre, em frases com um valor de verdade determinado”.”® Dai também Dummett
dizer-nos, no ultimo capitulo de Frege: Philosophy of Mathematics, referindo-se a
forma como Frege utiliza impredicativamente o axioma (v) para introduzir os nomes
proprios do género [“F ]|, que “a sua falha em inquirir sobre a validade da lgica
classica, quando aplicada a teorias matematicas, € a grande lacuna (...) na sua
filosofia da matematica”.”®

O raciocinio de Dummett pode ser resumido da seguinte forma. Se 0s objectos
gue pertencem ao dominio de primeira-ordem ndo formarem um conjunto (extenséao)
determinado, existirdo frases do género [VxA(x)] que ndo podem ser nem
demonstradas nem refutadas. Ora, face ao caracter intuicionista das nocdes de
sentido e de verdade que devemos usar em matematica, serd ilicito assumir a
validade do principio do terceiro excluido para estas frases.

Com a quantificacd@o irrestrita Wright pensava ter encontrado um método néo
predicativista para delimitar o dominio de primeira-ordem, método esse que
legitimaria a validade de definicbes impredicativas (contextuais ou ndo) do género de
(ph). O problema é que ao tomar esta opgdo Wright serd obrigado, na opinido de
Dummett, a rejeitar a lei do terceiro excluido e a reconstruir toda a interpretacdo de
PA2 em PH sem esta lei, 0 que ndo parece ser possivel.

No que respeita a forma como delimitar um dominio de segunda-ordem Wright ir&4

supostamente defrontar-se com um problema semelhante. A definicdo do conceito

> M.Dummett, Frege: Philosophy of Mathematics, p.516.

® Ibid, p.321.
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de namero natural que Wright tem em mente é impredicativa. Isto implica que Wrigh
ndo poderd estipular que o dominio de segunda-ordem consiste em todos o0s
conceitos co-extensivos com férmulas da linguagem de PH e tera que encontrar um
método alternativo ndo predicativista para delimitar este dominio. Se Wright optar,
mais uma vez, pela quantificacdo irrestrita e estipular que os quantificadores de
segunda-ordem quantificam sobre todos os conceitos que existem, ele terd que
enfrentar um argumento contra a validade da lei do terceiro excluido quando

aplicada a frases que contém quantificadores de segunda-ordem.

iif) O argumento da “ma companhia”

Tanto o axioma (v) como o axioma (ph) séo axiomas do género [ Zo=Z-&a,pf) |
em que a e Fsdo variaveis de uma determinada ordem n, X refere uma funcéo entre
entidades de ordem n e objectos e 6 refere uma relacdo de equivaléncia entre as
entidades de ordem n. Chamemos aos axiomas com esta estrutura “abstraccdes”, e
“(6,2)-abstraccédo” a abstraccdo em que 6 é a expressao que refere a relacdo de
equivaléncia entre entidades de ordem n e 2 a expressao que refere uma funcao
entre essas entidades e o0s objectos.

Dada a inconsisténcia do axioma (v) com a légica de segunda-ordem plena, é
Obvio que nem todas as abstraccbes podem ser interpretadas (em logica de
segunda-ordem plena) como definicdes (contextuais) dos nomes préprios [ Zal. Em
relagcéo a este facto, alguém, como Wright, interessado em defender que (ph) é uma
abstraccdo que pode ser interpretada como uma definicdo contextual, pode
simplesmente dizer que sé as abstrac¢des consistentes podem ser interpretadas

como defini¢des.
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Existe porém um problema.”” Como vimos, o axioma (ph), ou seja, a (=,#)-
abstraccao, implica a existéncia de um numero infinito de objectos. Defina-se agora
a relacdo ¢ entre conceitos da seguinte forma:

O(F,G) ©def [AXTY(X2YAFXAFY)VvIXTY(X£YAGXAGY)]— VX (FX<>GX).
(Informalmente, dois conceitos F e G estdo nesta relacdo se e s6 se ou sao
verdadeiros exactamente dos mesmos objectos ou tém ambos menos do que dois
elementos). Esta relacéo é uma relacéo de equivaléncia entre conceitos.”® Por outro

lado, a (¢,X)-abstraccao

" Este problema foi levantado por George Boolos no artigo “The Standard of Equality of
Numbers” (1990) em William Demopoulus (ed.), Frege's Philosophy of Mathematics, Harvard
University Press, 1995, p250.

8 Repare-se que dois conceitos encontram-se na relacdo ¢ se e s6 se ou sd0 co-extensivos
(verdadeiros exactamente dos mesmos objectos) ou sdo ambos verdadeiros de menos do que dois
objectos.

Pela reflexividade da relacdo de co-extensividade temos vk(Fx<«»Fx) e logo, &(F,F). Segue-se que
¢ é reflexiva.

Se ¢(F,G) é 6bvio que ¢G,F). Segue-se que ¢ é simétrica.

Para a transitividade devemos demonstrar que #F,G)A#G,H)—¢F,H). Suponhamos em primeiro
lugar que #F,G)A@G,H) e que F e G séo co-extensivos. Se G e H séo co-extensivos entéo pela
transitividade da relacdo de co-extensividade sabemos que F e H sédo co-extensivos e logo temos
#(F,H). Se G e H ndo séo co-extensivos entéo, pela definicdo de ¢, sabemos que nem G nem H s&o
verdadeiros de mais do que um objecto. Mas sendo F co-extensivo com G, por suposi¢do, sabemos
gue também F nao é verdadeiro de mais do que um objecto e logo, da definicdo de ¢ segue-se que
#(F,H). Suponhamos agora que #F,G)A#G,H) e que F e G ndo séo co-extensivos. Entdo F e G séo
verdadeiros de menos do que dois objectos. Se G e H sdo co-extensivos entdo também H é

verdadeiro de menos do que dois objectos e temos #F,H). Se, pelo contrario, G e H ndo séo co-
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YF=2G © ¢(F,G)
€ consistente, pelo que (a partida) parece ser admissivel como uma definicdo dos
nomes proprios 2F. No entanto, a (¢,X)-abstraccdo s6 pode ser verdadeira em

interpretac®es cujo dominio de primeira-ordem tem menos do que trés elementos,”®

extensivos entéo, pela definicdo de ¢, séo verdadeiros de menos do que dois objectos e, mais uma
vez, temos ¢(F,H). Segue-se que ¢ é transitiva.

" Suponhamos que a=bzc=a. Defina-se Gx«def(x=avx=bvx=c). Defina-se Hx<>def
=7 [(a=2F vb=3F vc=2F) A—FxA((FarFb) (FarFc) (FbAaFc))]. (Informalmente, o conceito H é
verdadeiro de um objecto x se e sé se nenhum dos G's é a “X-extensdo” de um conceito falso de x
mas verdadeiro de dois G's). Defina-se Rx«»def(=GxaF(X=2F A —FX)) (Gx xzarHa) (Gx xzbHb) v
YGxaxzcAHC) (Gxa—Haa—-Hba—Hc) e seja r=defZR. Repare-se que R é verdadeiro de pelo menos
dois G's. Ora, dado que R é verdadeiro de dois ou mais objectos, a (¢,X)-abstraccdo implica que
r=2F < VX (RxFX).

Suponhamos que a=t. Se R é verdadeiro de todos os G's. Entdo temos —Ha-HbA—Hc e, logo, um
dos G's é a Z-extensdo de um conceito F com FarFba—Fc, um outro G (diferente do primeiro porque
tem dois ou mais elementos e ndo é co-extensivo com ele) € a Z-extensdo de um conceito F com
Far—-FbaFc, e um terceiro G (diferente dos outros dois pelas razfes ja indicadas) é a Z-extensao de
um conceito F com —FaaFbaFc. Uma vez que sé ha trés G's, um destes G's é a. Segue-se que a=2F
para um conceito F falso de pelo menos um dos G's. Mas entdo, uma vez que r=a=2F, temos
P (Fx«>RX) e, logo, R também é falso de pelo menos um G contradizendo a assunc¢éo de que R era
verdadeiro de todos os G's. No entanto, se R é falso de um dos G's — chamemo-lhe k — entéo, pela
definicdo de R, temos Hk, ou seja, nenhum dos G's € a X-extensdo de um conceito F falso de k mas
verdadeiro dos outro dois G's. Por outro lado, um dos G's (a saber, a) é a -extensao (a saber, r) de
um conceito (a saber, R) verdadeiro de dois G's mas falso de k. Segue-se que —Hk. Contradi¢ao.
Segue-se que a= e, pelas mesmas razdes, que GXx—x=f, oU seja, r ndo é nenhum dos G's.

Suponhamos que Rr. Dado que r ndo é nenhum dos G's, temos F(r=2Fa—Fr) e, logo, —Rr.

Contradi¢cdo. Suponhamos entéo que —Rr. Entdo VF(r=2F—Fr) e, logo, Rr. Contradi¢&o.
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pelo que, apesar de consistente, ela € inconsistente com (ph). Isto implica que a
(¢,X)-abstraccdo e (ph) ndo podem ser interpretadas como definicbes em
simultaneo, o que seria absurdo se estas abstraccfes fossem meras definicbes ou
explicacbes. Segue-se que pelo menos uma delas ndo pode ser interpretada como
uma definicdo, ou explicacdo. Mas se uma nao pode, porque é que a outra pode?

Tudo isto implica que, para justificar a possibilidade de se interpretar (ph) como
uma definicdo (ou explicacdo), Wright vai ter que tracar de forma justificada uma
fronteira (para além da consisténcia) entre as abstrac¢cfes que podem ser
interpretadas como definicdes e as que ndo podem de forma a impedir a existéncia
(indesejavel) de definicbes (ou explicacdes) mutuamente contraditorias.

Isto € o que Wright tenta fazer no seu artigo “On the Philosophical Significance of
Frege's Theorem”.®® Segundo Wright a diferenca essencial entre a (ph) e a (¢,%)-
abstraccdo € que esta Ultima “caracteriza” todos os conceitos existentes na medida
em que implica, para qualquer conceito F, que F sO é verdadeiro de um namero finito
de objectos. Ora isto impossibilita claramente a interpretagdo da (¢,X)-abstraccao
como uma mera definicdo (ou explicacdo): ao assumirmos a verdade deste axioma
ndo estamos unicamente a estipular as condicdes de verdade de um determinado
tipo de frases de identidade, estamos também (implicitamente) a “caracterizar” todos
0S conceitos existentes.

Em relacdo a (»,#)-abstraccdo, ou seja, ao axioma (ph), a situacao é, segundo

Wright, diferente. Ao implicar a existéncia de um namero infinito de objectos este

8 ¢.wright, “On the Philosophical Significance of Frege's Theorem” (1997) em Richard Heck
(ed.), Language, Thought, and Logic: Essays in Honour of Michael Dummett, Oxford University Press,

1998.
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axioma nao “caracteriza” qualquer outro conceito: os (infinitos) objectos cuja
existéncia (ph) implica sdo exactamente os objectos referidos pelos nomes préprios
que este axioma introduz, ou seja, 0s objectos dos quais o conceito de numero
cardinal é suposto ser verdadeiro.

Assim formulado, o critério de Wright para a aceitabilidade da interpretacdo de
uma abstraccdo como uma definicdo (ou explicacdo) depende da nocao intuitiva (e
algo ambigua) de “caracterizacdo” de um conceito. No entanto, numa nota de
rodapé, Wrigh da-nos uma formulacdo mais precisa (numa linguagem mais técnica)
deste critério: suponhamos que queremos adicionar uma (J,2)-abstraccdo a uma
teoria T de uma linguagem L em que n&o ocorre a expressao-funcional 2. Seja To a
teoria da linguagem LU{P,XZ} que se obtém pela adicdo a T da (o,2)-abstraccéao e
frase [ VX(Px&>3a(x=2a))] em que P é um novo predicado e a uma variavel de
ordem n. Defina-se a “2*restricdo” de uma frase f (de L) como a frase (de L{P,2})
que se obtém pela substituicdo em f de todas as quantificacdes do género [ VxB(X)|
pela quantificacéo [ Vx(-Px—B(x)) | e de todas as quantificacdes do género [ IxB(x) |
pela quantificacéo | Ix(=PxAB(x)) . Digamos que a (J,2)-abstraccdo é conservativa
em relacdo a T se e sO se, para qualquer frase f de L temos

To implica a 2*restricdo de f < T implica f.
Entdo, o critério de Wright pode ser formulado da seguinte forma: uma (4,2)-
abstraccdo pode ser interpretada como uma definicdo dos nomes préprios [ Zal se e

s6 se for conservativa em relacdo a todas as teorias com as quais é consistente.
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2. Teorias Predicativas: GG™ e GGR™+(red™).

Vamos agora concentrar a atencdo em teorias predicativas relativamente a
segunda-ordem.

Comecamos com GGed"

. Lembremo-nos que esta teoria € obtida a partir de GG
restringindo a validade do axioma (comp) a formulas sem quantificadores de

segunda-ordem e substituindo o axioma (v) pela sua versédo esquematica (v-esq).

a) Sera o axioma de (v-esq) o resultado de uma analise do conceito l6gico e

primitivo de extensao?

N&o ha davida que o axioma (v-esq) torna explicita uma das caracteristicas mais
fundamentais (se ndo a mais fundamental) da nocéo intuitiva de extensao, a saber
que dois conceitos tém a mesma extensao quando sao verdadeiros exactamente
dos mesmos objectos. Foi provavelmente a consciéncia deste facto que levou Frege
a considera-lo, no Funktion und Begriff, como uma “lei fundamental da légica”.®* E
claro que Frege acreditava que a no¢do de extensdo era uma nocao légica, a par,
por exemplo, das noc¢des de negacéo e de quantificacdo. Afinal, tal como o conceito
de numero cardinal, também o conceito de extensdo parece satisfazer os critérios
habituais para ser classificado como légico, a saber, conceito a priori, conceito
aplicavel em todos os ramos do saber, ou conceito essencial para a teoria da

inferéncia.

8. Gottlob Frege, Funktion und Begriff, traducéo inglesa Function and Concept em P.Geach e
M.Black (ed.), Translations from the Philosophical Writings of Gottlob Frege, Oxford University Press,
1952, p.26.
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Antes da descoberta do Paradoxo de Russell seria natural colocar o conceito de
extensdo, a par com o0s restantes conceitos da logica de segunda-ordem, na
categoria dos conceitos l6gicos. Com a descoberta do paradoxo, no entanto, a
nogdao intuitiva de extensdo tornou-se “suspeita” e deixou de ser viavel assumir sem
qualificacBes que ela era uma nocéo légica. Nao €, no entanto, apenas a nocao de
extensdo que é essencial para a interpretacdo do Paradoxo de Russell: a nocdo de
quantificacdo (de primeira e segunda-ordem) também é essencial, assim como a
nocédo de equivaléncia material, ou a de igualdade, ou a de negacdo. Porque nao
optar entdo por lancar a suspeita sobre uma destas no¢des? Porqué “culpar” de
imediato a noc¢ao (intuitiva) de extensao?

Aqui voltamos a encontrar o problema da origem da inconsisténcia de GG que
discutimos no capitulo anterior. A diferenca é que agora estamos a assumir que a
inconsisténcia se deve a uma nocao intuitiva particular, ou mais precisamente —
porque as nossas noc¢des intuitivas sao, de certa forma, demasiado imprecisas para
serem acusadas de inconsistentes (é este, na realidade, o sentido da palavra
“intuitiva” neste contexto) — a forma como determinada noc¢do intuitiva se encontra
formalizada na teoria GG.

Existem portanto véarias op¢des: ou culpamos a forma como a nocao intuitiva de
extensao esta formalizada na teoria GG, ou seja, através do axioma (v) ou (v-esq), e
tentamos encontrar outras maneiras (consistentes) para formalizar esta nog&o, ou
culpamos alguma nocdo da logica de segunda-ordem plena e tentamos encontrar
formas alternativas consistentes para a formalizar. Ao optarmos pela primeira opgéo,
que € a escolha de Boolos, langcamo-nos na teoria dos conjuntos, ou seja, no estudo
de formaliza¢Oes alternativas para a nocao intuitiva de extenséo (ou conjunto). Pela

segunda opcao parece ter optado Dummett que, em vez de duvidar da formalizagéo
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da nocao intuitiva de extensao (i.e. do axioma (v)), opta por duvidar da formalizacao
(de caracter impredicativo) da noc&o intuitiva de quantificacédo de segunda-ordem.??
A questao da natureza epistemolégica da nocdo de extensdo parece-nos, no
entanto, ser independente da questdo da sua correcta formalizacdo. Mesmo que
duvidemos, como Boolos duvida, do axioma (v) como uma formalizacéo correcta da
nocéao intuitiva de extensédo, podemos sempre defender que, seja qual for a sua
formalizacdo, a nocdo de extensdo serd sempre uma nocdo logica a par com a
nocao de negacado, por exemplo. Tudo dependera dos critérios que utilizarmos para
classificar uma nocg&o como légica. E certo que aqueles que defendem que a nogéo

de extensdo é uma nocdo logica terdo alguma dificuldade em explicar como é que

8 A primeira vista Dummett também n&o parece estar satisfeito com a forma como a Nnogao intuitiva
de extensdo se encontra formalizada no axioma (v). Em Frege: Philosophy of Mathematics (p.316)
Dummett diz-nos que “o que os paradoxos revelaram ndo foi a existéncia de conceitos com
extensBes inconsistentes mas daquilo que podemos chamar de conceitos indefinidamente
extensiveis”. Ora, ndo tendo um “conceito indefinidamente extensivel” uma extensdo (no sentido
intuitivo do termo), parece que Dummett tera que rejeitar a forma como o axioma (v) formaliza a
nocao intuitiva de extensao pois, segundo este axioma, todos os conceitos tém aparentemente uma
extensdo. No entanto, ao analisarmos a posi¢cdo de Dummett com mais cuidado, percebemos que a
sua posicdo é mais subtil. Dado que o axioma (v) contém quantificadores de primeira-ordem, e dado
gue a logica subjacente a teoria GG € uma logica classica, ou seja, uma légica em que a lei do
terceiro excluido é suposta ser valida, Dummett conclui que o dominio de primeira-ordem de GG tem
gue formar uma extensédo (repare-se que este € 0 seu argumento contra as quantificacdes irrestritas
que descrevemos no capitulo Ill.1.b). Ora se existisse em GG um conceito indefinidamente extensivel
€ Obvio que o dominio de primeira-ordem de GG também seria indefinidamente extensivel. Segue-se
gue todos os conceitos de GG tém uma extensdo. O axioma (v) &, por conseguinte, para Dummett,
uma formalizacdo correcta da nogédo intuitiva de extensdo, pelo menos no contexto da logica de

segunda-ordem classica.
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uma nocédo légica pode causar tantos problemas (e.g. os paradoxos) e levantar
tantas questdes (e.g. como formaliza-1a?). A nocdo de extensdo ndo €, no entanto, a
Unica que se encontra nesta posicdo: a no¢ado de quantificacdo de segunda-ordem, e
mesmo a noc¢ao de negacdo, levantam também algumas dificuldades e dao origem a
complexas discussdes acerca da sua correcta formalizacdo. Isto ndo € razao, no

entanto, para as excluir da categoria das noc¢des légicas.

b) Ser4 o axioma (v-esq) uma definicdo contextual do conceito de extensao?

A hip6tese de se interpretar o axioma (v-esq) como uma verdade légica resultante
da analise do conceito I6gico primitivo de extensdo permanece, portanto, em aberto.
Também aqui, entanto, tal como no caso do conceito de nimero cardinal, o logicista
poderd tentar defender uma tese mais forte. Em vez de defender que a teoria das
extensdes (ou conjuntos) € uma teoria logica mais abrangente que a logica de
segunda-ordem predicativa, o logicista podera argumentar que a no¢ao de extensao
é definivel em logica de segunda-ordem predicativa e, logo, que a aritmética
interpretavel a partir dessa definicdo é, simplesmente, légica de segunda-ordem
predicativa.

No capitulo anterior discutimos algumas criticas a interpretacdo de (ph) como
uma definicdo contextual dos nomes préprios do género [#F | no contexto da l6gica
de segunda-ordem plena. Teremos agora que determinar se estas criticas tambéem
se aplicam a interpretacdo de (v-esq) como uma definicdo contextual dos nomes
préprios do género [*A(x)] no contexto da légica de segunda-ordem predicativa.
Comecemos com o Problema de Julio César. Também aqui o axioma (v-esq) parece

ndo ser suficiente para determinar o sentido de frases do género [ *A(x)=t | em que t
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€ um nome préprio de qualquer outro tipo. Vimos, no entanto, que Wright tem uma
solucao para este problema que também pode ser aplicada neste caso: se t € um
nome proprio para um objecto pertencente a uma categoria & tal que o valor de
verdade de equacdes compostas por nomes proprios n e m para objectos de & ndo &
determinado de forma sistematica por frases do género [ Yx(Nx<>Mx) 1, em que N e
M sdo predicados associados aos nomes n e m, entdo ["A(x)=t| é falsa. Caso
contrario, sendo T o predicado ao qual o nome t est4 associado, a frase [ *A(x)=t |
ter4 o mesmo valor de verdade que a frase [ Vx(A(X)Tx) |.

A segunda critica que discutimos referia-se a impredicatividade. Vimos entao que
esta critica dependia essencialmente do facto de o axioma (ph), interpretado como
uma definicAo no contexto da légica de segunda-ordem plena, ser (duplamente)
impredicativo. Uma vez que agora estamos no contexto da légica de segunda-ordem
predicativa, a componente de segunda-ordem da critica de Dummett desaparece.
No entanto, o axioma (v-esq) interpretado como uma definicdo dos nuameros
cardinais no contexto da l6gica de segunda-ordem predicativa, continua a ser
impredicativo relativamente a primeira-ordem pelo que esta componente da critica
de Dummett permanece.

Resta-nos discutir o argumento da “méa companhia” agora aplicado ao axioma (v-
esq). Aqui, no entanto, a situacdo € radicalmente diferente, como o seguinte
raciocinio demonstra.®®* Suponhamos que Eq(F,G) é uma relacdo de equivaléncia
entre conceitos. Defina-se uma funcdo X entre conceitos e objectos através da
equacao

IF =det ~X.IG(X="GAEQ(F,G)),

8 |sto foi-me apontado por Fernando Ferreira.
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ou seja, X faz corresponder a cada conceito a extensédo das extensdes de conceitos
gue se encontram na relacao de equivaléncia Eq com ele. Entdo temos

YF=2G < Eq(F,G).
Um raciocinio semelhante demonstra que, dada qualquer relacdo de equivaléncia
Eq entre entidades de qualquer tipo determinado, € sempre possivel definir uma
funcdo X entre essas entidades e os objectos de forma a que

Sa=2p <> Eq(a,p).

G Mas dada a

Segue-se que todas as abstrac¢des sao interpretaveis em G
consisténcia desta teoria elas ndo poderdo ser inconsistentes entre si.

A interpretacdo de (v-esq) como uma definicdo contextual dos nomes proprios do
género [~A(x)] é portanto mais facil de defender do que a interpretacéo de (ph)
como uma definicdo contextual dos nomes [#F |. Este facto n&o torna, no entanto, a
teoria GG™"*" necessariamente mais atractiva para um neo-logicista. A raz&o é que
ela é (aparentemente) bastante mais fraca do que a teoria PH. Em particular, como
ja foi referido®, ela ndo permite a definicdo adequada do conceito de numero
natural. Este Ultimo facto parece ser fatal para as aspiracbes do logicista no que
respeita esta teoria. Para além de fundamentar a interpretacdo do axioma da
inducéo (aind), este conceito € um dos conceitos aritméticos mais importantes e sem
ele verdades aritméticas como Qualquer ndmero natural € sucedido por outro
ndamero natural ndo podem sequer ser compreendidas.

A situacédo nao melhora, como vimos, quando passamos para a teoria predicativa

ramificada GG™™. Também aqui ndo parece ser possivel definir adequadamente o

8 Ver os paragrafos iniciais do Apéndice 2a.
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conceito de nimero natural o que impossibilita a interpretacdo de grande parte da
matemética elementar.

Foi ao tentar tornar a sua propria teoria ramificada dedutivamente mais forte que
Bertrand Russell introduziu o célebre axioma da redutibilidade segundo o qual, para
todo o n, todos os conceitos de tipo n sédo co-extensivos com conceitos de tipo 0: %

(red): IFOVX(F"x<>F°X).

E claro que, do ponto de vista do programa logicista este axioma s6 sera
interessante se for possivel interpreta-lo, também ele, como uma verdade ldgica.
Russell diz-nos que ele axioma deriva do “senso comum”, mais precisamente da
forma como o “senso comum” entende a noc¢éo de classe. A ideia de Russell é que,
dado um conceito F" o “senso comum” diz-nos que os objectos dos quais F" é
verdadeiro formam uma classe C. Isto implica que, para qualquer x, F'x¢»x eC e,
uma vez que o conceito de pertenca a C é um conceito de tipo 0, que todos os
conceitos s&o0 co-extensivos com um conceito de tipo 0.%°

Mesmo assumindo que podemos confiar no dito “senso comum”, o que parece
improvavel, a introducdo do axioma da redutibilidade parece trazer a ldgica
predicativa a for¢a da l6gica impredicativa simples reduzindo a cinzas as razdes

filoséficas para preferir aquela a esta.®” Em particular, face & presenca do axioma (v-

% Bertrand Russell, “Mathematical logic as based on the theory of types” (1908) em Jean van
Heijenoort (ed.) From Frege to Godel, a Source Book in Mathematical Logic, 1879-1931, Harvard
University Press, 1967, p.167.

% |bid, p.167.

8" Russell apercebe-se deste facto e diz-nos que, a luz do axioma da redutibilidade, as teorias
predicativas ramificadas sdo de facto extensionalmente equivalentes as teorias impredicativas.
Segundo Russell, os “problemas” com a teoria GG devem-se tanto ao axioma (v) como a

impredicatividade. O problema com o axioma (v) é, segundo Russell, que ele tenta “tratar” conceitos
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esq) na teoria GG™®" a introducdo do axioma (red) resulta numa teoria
inconsistente.® A introducéo do axioma da redutibilidade (red) ndo é portanto uma
solucdo adequada para o problema da impoténcia dedutiva da teoria GGR?™.

Em relacdo a este ponto Fernando Ferreira propde o seguinte.®® Suponhamos
que F" é um conceito do tipo n verdadeiro, numa interpretacdo |, apenas de um
nimero finito de objectos. E entdo evidente que existe uma férmula do tipo
[x=y1v...vx=ym| co-extensiva com F" em | (numa dada atribuicdo de objectos as
variaveis livres). Mas uma vez que esta férmula ndo contém qualquer quantificador
ou predicado, podemos utilizar o axioma de compreenséo predicativa (comp-pred)
para demonstrar a existéncia de um conceito F°, do tipo 0, co-extensivo com ela e,
logo, com o conceito F". Existem portanto razGes para aceitarmos que a restricdo do
axioma (red) a conceitos finitos ou sub-conceitos de conceitos finitos, ou seja, o

axioma

(red™):  FinF">VG"(G"cF™— 3G °vx(Gx<«<>G"X))

como se fossem objectos, ou seja, confunde as ordens (tipos simples). O problema com a
impredicatividade (de segunda-ordem) é que permite definir entidades por intermédio de totalidades
em que elas proprias se encontram incluidas, ou seja, confunde os tipos (tipos ramificados).

8 E possivel derivar uma versdo do Paradoxo de Russell: considere-se a Extensdo de Russell
r=def"R' em que R'x¢sdef FO(X="F°2—F°x). Suponhamos que F°(r="F°»—F’r). Dado que r="R", pelo
axioma (v-esq) teriamos Fx(F’x<»R'x) e, logo, —=R'r. Mas pela definicio de R' teriamos também R'r.
Contradicdo. Segue-se que —=F°(r="F°1—F’r). Ora se o axioma (red) fosse valido o conceito R" seria
co-extensivo com um conceito R® de tipo 0. Terfamos entdo r="R°A—R’r e, logo, F°(r="F°A—F°r).
Contradicgéo.

8 Em conversas privadas.
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€, sendo uma verdade légica, uma verdade analitica do conceito (de segunda-
ordem) Fin de finitude.”® O axioma serd uma (espécie de) verdade logica se for
possivel encontrar uma definicAo do conceito Fin em ldgica de segunda-ordem
ramificada.

Na légica de segunda-ordem plena o conceito de finitude pode ser definido
através da formula

FinF<defAR(RLINFAVG(GFATIXGx—3Jadb(GarGbhaVx(Gx—aRxAxRDb)))),
ou seja, um conceito F é finito se e sO6 se existir uma relacdo R que o ordena
linearmente de forma a que todos os sub-conceitos ndo vazios de F tém um primeiro
e ultimo elemento em R. Uma ordem linear de um conceito F € uma relacdo cuja
restricio aos elementos de F é reflexiva, transitiva, anti-simétrica e total:
RLiNF<>defVXVYVZ[FXAFYAFZ—>XRXA(XRYAYRZ—>XRZ)A(XRYAYRX—X=y)A(XRYVYRX)].
O problema é que esta definicdo ndo pode ser transferida para a logica de segunda-
ordem ramificada porque, nesta légica, ndo é possivel quantificar sobre todas as
relacbes nem sobre todos 0s conceitos mas apenas sobre todas as relacdes ou
conceitos de um determinado tipo. Suponhamos, no entanto, que definimos o
conceito de finitude para conceitos do tipo 0 da seguinte forma:
FinF2<deAR(RLiNF° AV G (G °cF°—3a3bvx(G°x—aR%xAxR%b))),
e gque generalizamos esta definicdo para conceitos do tipo m da seguinte forma:
FinF"oderIF(FinFP AV X(F™x«>FX).

Serd esta definicdo correcta? A resposta sera afirmativa se conseguirmos
argumentar que, para qualquer interpretacéo |, FinF" é verdadeiro em | se e s6 se

F" for “realmente” finito (em 1). Se F" for “realmente” finito numa interpretacéo I, é

% GcF <> def VX (GX—FX).
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facil ver que FinF™ é verdadeiro em |. O converso é, no entanto mais dificil.
Suponhamos que FinF™ é verdadeiro numa interpretacdo |. Pela definicdo de Fin,
F™ é co-extensivo com um conceito F° para o qual existe uma ordem linear R° tal
que todos os sub-conceitos de tipo 0 de F° t&m um primeiro e um Gltimo elemento
em R°. A questdo é saber se pode existir um sub-conceito de F° de tipo superior a 0
que ndo tem um primeiro ou um ultimo elemento em R°. A nossa definicdo de finito
sera correcta se a resposta a esta questao for negativa.

Vamos aqui deixar em aberto esta questdo. Resta-nos referir que, de acordo com
Fernando Ferreira, GG™™+(red™) é consistente e interpreta PA1.%! Ela é portanto
uma teoria interessante para quem estiver tentado a defender um programa neo-

logicista de reducéo da aritmética a légica numa estratégia predicativista.

CONCLUSAO

%1 PA1, ou a aritmética de primeira-ordem, é a teoria de l6gica de primeira-ordem cujos axiomas

sédo todos os axiomas de Q mais 0 axioma esquematico de inducéo
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No decorrer desta dissertacdo tentdmos avaliar até que ponto a tese de Frege que
a aritmética € légica é hoje defenséavel. No primeiro capitulo introduzimos o sistema
de Frege — GG — mostramos como interpretar a aritmética — PA2 — neste sistema e
interpretamos o Paradoxo de Russell demonstrando a sua inconsisténcia formal. No
segundo capitulo tentamos descobrir qual a causa da inconsisténcia de GG.
Concluimos que a causa da inconsisténcia deve ser atribuida aquele aspecto da
teoria GG cuja eliminacao da origem a uma teoria consistente e — no que respeita as
consequéncias boas — dedutivamente tdo forte ou quase tdo forte quanto GG.
Definimos entdo varias sub-teorias consistentes de GG — PH, GG?, GG, gGRa™
— nas quais se pode interpretar toda ou alguma aritmética. Destas teorias, as duas
primeiras resultam do enfraquecimento do axioma (v), as duas ultimas da eliminacéo
da impredicatividade de segunda-ordem. Por fim, no terceiro capitulo, tentamos
determinar até que ponto os axiomas (ph) e (v-esq) podem ou néo ser considerados
como verdades légicas ou definices logicas. Isto levou-nos a considerar
0] até que ponto estes axiomas podem ser vistos como resultantes de
analises de conceitos logicos primitivos — 0 conceito de niamero cardinal em
(ph) e o conceito de extensédo em (v-esq) — ou
(i) ser interpretados como um tipo de definicdo (contextual) I6gica destes
conceitos.
Vimos entdo que destas duas hip6teses a primeira, apesar de mais defensavel, é a
gue fundamenta uma versao do logicismo mais fraca: ao interpretarmos os axiomas
(ph) e (v-esq) como verdades logicas primitivas resultantes da andlise dos conceitos
l6gicos de numero cardinal e de extensdo estamos a assumir que a aritmética que

GPred*

as teorias PH e G interpretam sao teorias (l6gicas) mais abrangente do que a

(aind-esq): A(0)AVXVY(XPYAA(X)—A(Y))—VXA(X).
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l6gica de segunda-ordem plena e predicativa, respectivamente, da mesma forma
que estas Ultimas sdo mais abrangentes do que o calculo proposicional. Uma versao
mais forte do logicismo defende que a aritmética é apenas légica de segunda-ordem
(plena ou predicativa) e ndo uma teoria mais abrangente. A defesa desta versao do
logicismo implica a opcao pela hipétese (ii) e a interpretacdo dos axiomas (ph) e (v-
esq) como definicbes logicas dos conceitos de numero cardinal e de extensao.
Discutimos varios argumentos contra esta interpretacdo, a saber, o Problema de
Julio César, as criticas intuicionistas de Dummett, e o argumento da "ma companhia"
(dado o caracter predicativo da teoria GG, a componente de segunda-ordem do
segundo e a totalidade do terceiro argumento ndo se aplicam a interpretacéo de (v-
esq) como uma definicdo). Vimos, no entanto, que o Problema de Julio César tem
uma solucdo e que o argumento da "ma companhia" pode ser bloqueado. Para
responder a critica de Dummett seria necessario entrar no complexo debate
intuicionismo/platonismo o que implicaria, por si sO0, uma nova dissertagdo. No
entanto, se assumirmos contra Dummett a validade das quantifica¢ées irrestritas (de
primeira e segunda-ordem) no contexto da légica de segunda-ordem plena,
devemos concluir que tanto o axioma (ph) como o axioma (v-esq) podem com
alguma legitimidade (face aos argumentos considerados) ser interpretados como
definigbes logicas dos conceitos de numero cardinal e de extenséo. A tese de Frege
gue a aritmética é l6gica permanece portanto defensavel.

Apesar da interpretacdo de (v-esq) como uma definicdo do conceito de extenséo
ser aparentemente mais defensavel do que a interpretacdo de (ph) como uma
definicdo do conceito de numero cardinal (uma vez que € imune & componente de
segunda-ordem do primeiro e ao Gltimo argumento considerado), o facto de GGP™®"
interpretar apenas o fragmento Q da aritmética limita de alguma forma o interesse

desta teoria para um logicista. Isto levou-nos a considerar a teoria ramificada
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GG +(red™) na qual é possivel interpretar toda a aritmética de primeira-ordem.
Deixdmos, no entanto, em aberto se esta teoria pode ou ndo ser considerada como

l6gica, devido as dificuldades que encontrdmos com a definicao de finitude.

APENDICE 1a:

O Teorema de Frege: Interpretacdo de PA2 em PH
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Como Heck nos mostrou, a interpretacao de Frege nos Grundgesetze de PA2 em
GG pode ser decomposta (salvo alguns pormenores irrelevantes) em duas partes: a
interpretacdo de PH em GG e a interpretacdo de PA2 em PH.*? O facto de PH
interpretar PA2 ficou, por esta raz&o, conhecido como o Teorema de Frege. A
demonstracdo do Teorema de Frege que vamos aqui apresentar deve-se, no
entanto, a Crispin Wright e resulta de uma simplificagcdo da demonstracdo original de

Frege que se encontra (implicita) nos Grundgesetze.”®

Axiomas de PA2 (a interpretar): *

(a)  3y(xPy)
(a2) 3y(yPx)<>x=0
(@3) XPyawPz — (x=w<>y=2)

(aind) FOAP-trans-F — VxFx

Definicdes:

9 Em «The development of Arithmetic in Frege's Grundgesetze der Arithmetik» (1993) em
William Demopoulos (ed.) Frege's Philosophy of Mathematics, Harvard University Press, 1995.

% Ver Crispin Wright, Frege's Conception of Numbers as Objects, Aberdeen University Press,
1983, p.154.

% Uma vez que estamos no contexto da logica de segunda-ordem plena, onde os resultados do
Was Sind und Was Sollen die Zhalen? de Dedekind sdo vélidos, ndo serd necessario interpretar os
axiomas (a4),...,(a7) concernentes as operacfes da adicdo e da multiplicacdo (ver, a este respeito, a

nota de rodapé n.° 7).
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As definicbes que vamos apresentar seguem de muito perto as definicbes que
demos em GG das expressfes nao logicas de PA2. A diferenca € que agora nao
partimos da expresséo-funcional primitiva “A” mas directamente da expressao-
funcional “#”, que passa agora ela a ser primitiva.

Em primeiro lugar definimos, tal como em GG, o conceito Card de numero
cardinal como o conceito verdadeiro sé dos objectos que sdo o numero de algum
conceito:

Cardx <>def IF(x=HF)

De seguida definimos a relacdo xPy de predecessdo. Um objecto x precede um
objecto y se e s6 se existirem dois conceitos F e G tal que x € o nimero de F,y é o
namero de G, todos os F ’'s sdo G 's e todos 0s G 's a excepcao de um sao F's:

XPy <>def AFAGIAW[X=HFAY=HGAGWAYVZ(FZ<>(GzAz#W))]
Segue-se a definicdo do numero 0, tal como em GG, como 0 nimero do conceito
objecto desigual a si préprio:
0 =def #[X:X#X]
e a definicdo da funcéo ancestral * entre relacdes binarias:
XR*y <>def VF (VW(XRW—FW)AR-trans-F—Fy)

Podemos agora definir, mais uma vez, o conceito Nat de niamero natural, como o
conceito verdadeiro sé dos nameros cardinais dos quais o zero é um predecessor
ancestral mais o proprio zero:

Natx <>def OP*X v O=xX.
Por fim podemos definir as relacdes <e <da seguinte forma:

X<Y <>def XP*y

XY <>def XP*yvx=y.
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Teoremas:

Lema 1.1: #F=0&VX—FX

Demonstracdo: Se #F=0 entdo F&[x:x#X], ou seja, existe uma bijeccédo R entre F e
[X:x=x]. Se existe um x tal que Fx entéo, pela definicdo de bijeccdo, Ay(y=y xRy).
Contradicdo. Segue-se que —XFx. Se, por outro lado, vx-Fx, entdo qualquer

relacdo é uma bijeccéo entre F e [x:x=x]. Por (ph) segue-se que #F=#[x:x=x]=0. []

Lema l.2: xPyazPw — (Xx=z&y=w)

Demonstracdo: Suponhamos que xPyaxPw. Entdo, pela definicdo de P, existe um
conceito F e um objecto a tal que Fary=#Fx=#[z:Fz z=a] e existe um conceito G e
um objecto b tal que GbAw=HG A x=H#[z:Gz1z4D]. Mas entao
#|z:Fzrz=a]=x=#[z.Gz z#D] e, pelo axioma (ph), [w:Fwaw=a]~{w:Gwaw=b], ou seja,
existe uma bijeccdo R entre [w:Fwaw=za]l e [w:Gwaw=b]. Defina-se
XR'y «»detXRYy Vv(Xx=any=h). Repare-se que R’ é uma bijeccdo entre F e G. Logo, F~G.
Segue-se, por (ph) que #F=#G, ou seja, y=w.

Suponhamos agora que xPyAwPy. Entdo, pela definicdo de P, existe um conceito
F e um objecto b tal que Fary=#F x=#[z:Fzaz=a] e existe um conceito G e um
objecto b tal que Gbay=#Gaw=H#[z:GzAz=Db]. Mas entédo #F=y=#G e, por (ph), F=G,
ou seja existe uma bijjeccdo R entre F e G. Defina-se
XR'y e-(XRy xza y=b) (aRyxRb). R’ é uma bijeccdo entre os conceitos [z:Fz/z=a]
e [z2:Gzaz#b]. Segue-se que |[z:Fzazza]~[z:Gzazzb] e, por (ph), que

#|z:Fzrz=a]=#[z:GwAz=D], ou seja, x=w. []
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Lema 1.3: =xP0

Demonstracdo: Suponhamos que xP0O. Entdo, pela definicho de P,

FF Fa(0=H#F AFarx=H#[w:Fw w=a]), 0 que contradiz o lema 1.1. Segue-se que —-xPO. [

Lema 1.4: xQy — xQ*y

Demonstracdo: Suponhamos que xQyAQ-trans-Fa Fiv(xQw—Fw). Entdo temos Fy e,

pela definicdo de *, temos xQ*y. [J

Lema 1.5: xO*yAyQ*z —» xQ*z

Demonstracdo: Suponhamos que xQ*yayQ*zaQ-trans-Fa riv(xQw—Fw). Entdo
temos Fy porque xQ*y Q-trans-Fa Viv(xQw—Fw). Por outro lado, uma vez que Q-
trans-FAFy, temos Fw(yQw—Fw). Mas entdo temos yQ*z Q-trans-Fa Hiv(yQw —Fw).

Pela definicdo de * segue-se que Fz. [

Lema 1.6: x<y — Iw(wPyAx<w)

Demonstracdo: Fixe-se x. Defina-se Fk¢»det AW(WPkAx<w). Demonstramos que F é
verdadeira do sucessor b de x (Unico pelo lema 1.2) e que P-trans-F. Daqui segue-
se, pela definicao de <, que x<y—Fy.

Seja b é o sucessor de x entdo temos xPbax<x e, logo, Fw(wPbax<w), ou seja,
Fb.

Suponhamos que FaraPb. Demonstramos que Fb, ou seja, que x<a. Dado que
Fa, a tem um predecessor w tal que wPa x<w. Se x=w entdo xPa e, pelo lema 1.4,

X<a e, logo, x<a. Suponhamos portanto que x<w. Uma vez que wPa, pelo lema 1.4,
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temos w<a. Mas entéo, pela transitividade de < (lema 1.5), temos x<a. Segue-se que

Xx<a e. logo, que x=<a. [

Lema 1l.7: Natnh — —x<X

Demonstracdo: Defina-se Fx«»def —-X<x. Demonstramos que FO e que P-trans-F.
Suponhamos que 0<0. Pelo lema 1.6 temos Fw(wP0) contradizendo o lema 1.3.
Segue-se que —0<0, ou seja, FO.
Suponhamos que Fa e que aPb. Se b<b entéo, pelo lema 1.6, b<a. Se b=a temos
a<a contradizendo Fa. Logo b<a. Mas aPb, logo, pelo lema 1.4, a<b e, pela
transitividade de < (lema 1.5), temos a<a, contradizendo Fa. Segue-se que —b<b e

que P-trans-F. [

Lema 1.8: mPnaNatn —» VxX(Xx<m&(X<nax=n))

Demonstracdo: Suponhamos que mPnaNatn. Pelos lemas 1.3, 1.4 e 1.7 temos,
respectivamente, O<n, m<n e —n<n.

Suponhamos que x=m. Entdo temos xPn e, pelo lema 1.4, x<n. Mas se x=n entao
teriamos n<n contradizendo —n<n. Segue-se que X<nNAX=N.

Suponhamos que x<m. Como m<n, pela transitividade de < (lema 1.5) temos x<n.
Mas se x=n entéo teriamos n<n contradizendo —n<n. Segue-se que X<NAxX=n.

Suponhamos finalmente que x<nax=n. Uma vez que mPn temos x<n.mPn. Daqui
segue-se, pelo lema 1.6, que x<m.

Segue-se que X<m(X<nax=n). [

Lema 1.9: mPnaNatn — #[x:x<m]P#[x:x<n]
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Demonstracdo: Suponhamos que nPmaNatn. Entdo, pelo lema 1.8,

xsm3(X<hax=n). Mas n=<n, logo, pela definicdo de P, #[x:x<m]P#[x:x<hax=n]. []

Lema 1.10: NatmAmP#[x:x<m] — Nat#[x: x<mla#x:xx<m]P#[x:x<#[x:x<ml]

Demonstracdo: Suponhamos que NatmamP#[x:x<m]. Pelo lema 1.4 temos
m<#[x:x<m].

Suponhamos que 0=m. Entdo temos OP#[x:x<m] e, pelo lema 1.4, O<#[x:x<m].
Segue-se que Nat#[x:x<sm]. Do lema 1.9 segue-se que #[x:xsm]P#[x:X<#[x:x<m]].
Suponhamos que O<m. Pela transitividade de < (lema 1.5) e uma vez que
m<#[x:x<m], temos O<#[x:x<m] e, logo, Nat#[x:x<m]. Do lema 1.9 segue-se que

H:x<m]P#[X:x<#[x:x<m]]. [

Lema1.11: OP#[x:x<0]

Demonstracdo: Defina-se Fx«¢»deix<0. Entdo FO. Pela definicio de P,
#[x:Fx x=0]P#[x:Fx]. Suponhamos que existe um k tal que Fkak=0. Entdo k<0, e
logo, pelo lema 1.6, #wv(wPO0), contradizendo o lema 1.3. Logo %X —(Fxax=0) e, pelo

lema 1.1, #[X:Fx x=0]=0. [

Lema 1.12: Natn — nP#[x:x<n]
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Demonstracao: Defina-se FwedetWP#[x:x<w]. Pelo lema 1.11 temos FO.
Suponhamos que FaraPb. Entdo aP#[x:x<a], e, pelo lema 1.10, bP#[x:x<b]. Logo P-

trans-F e, pela definicdo de Nat, Natn—Fn. [

(a"?): Natn —> Jy(NatyAnPy)

Demonstracdo: Se Natn, pelo lema 1.12 temos nP#w:w<n]. Segue-se que

Natn xP#[w:w<n]. Mas entéo, pelo lema 1.10, temos Nat#[w:w=<n]. [

(a2"?): Natn —> (Jy(NatyAyPn)<>n=0))

Demonstracdo: Defina-se Fn¢sdefFy(NatyayPn). Se w é o sucessor de 0 temos
NatOAOPw e logo, Fy(Naty yPw), ou seja, Fw.

Suponhamos agora que FaraPb. Entdo a é precedido por um natural k Unico pelo
lema 1.2. Também pelo lema 1.2, a é o Unico sucessor de k. Do axioma (ai"®)
segue-se que a € natural. Segue-se que F/(NatyayPb), ou seja, Fb. Segue-se que
P-trans-F.

Da definicdo de < segue-se que 0<n—Fn, ou seja, Natn—(n=0—Fn).

Pelo lema 1.3 temos -—F(NatyayP0) pelo que —FO. Segue-se que

Natn—(Fn—-nx=0). [

(as"?): NatxaNatyaNatzaNatwAxPYyAWPZ — (X=W<->y=7)

Demonstracdo: Segue-se directamente do lema 1.2. [

(aind"®): FOAP-transN®-F—vx(Natx—>Fx) %

Nat

% Em que P-trans"*-F «sdef vk Py(NatxANaty AFxAXPy —»Fy)
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Demonstracdo: Suponhamos que FOAP-trans"®-F.Natn. Devemos demonstrar que
Fn. Uma vez que FO, basta demonstrar que O<n—Fn.

Suponhamos portanto que O<n. Entdo, pela definicho de <, temos —Fn.
Considere-se 0 conceito Gx¢»defFxANatx. Suponhamos que GxaxPy. Pelo axioma

Nah e pelo lema 1.2, temos Naty. Segue-se que NatxaNaty FxaxPy e, dado que

(a1
P-trans"*-F, que Fy Naty, ou seja, Gy. Segue-se que P-trans-G. Mas GO, pelo que
Hv(OPw—Gw). Segue-se que 0<na Fw(0Pw—>Gw)AP-trans-G e, pela definigéo de <,

que Gn e, pela definicdo de G, Fn. [J
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APENDICE 1b;

A consisténcia de PH

O Teorema de Frege demonstra que PH interpreta PA2. Isto implica que qualquer
interpretacdo de uma contradicio em PA2 pode ser transformada numa
interpretacdo de uma contradicdo em PH. Em “The Consistency of Frege's
Foundations of Arithmetic”, George Boolos demonstrou o converso deste teorema
demonstrando que PH é interpretavel em PA2.% Fica desta forma demonstrada a
equi-consisténcia entre PA2 e PH.

A estratégia de Boolos é definir a funcdo numérica # de forma a que a conceitos
nao equinumeéricos correspondam objectos diferentes e a conceitos equinuméricos
correspondam objectos iguais. Qualquer modelo de PA2 tem no seu universo uma
série infinita de objectos ao, a1, az, as, ... . A dificuldade € que se a cada conceito
verdadeiro de um numero finito n de objectos fizermos corresponder o objecto an , 0S
conceitos verdadeiros de um numero infinito de objectos ficam sem nuamero. A
solucdo é “guardar” ao para os conceitos infinitos e fazer corresponder a cada
conceito verdadeiro de n objectos o objecto an+1.

Em primeiro lugar definimos a relacédo x<y. Um objecto x € menor que um objecto
y se e s se existir um objecto w diferente de zero tal que x+w=y:

X<Y <>def AW(W£OAX+W=Y)
Por ultimo definimos a relagdo Fnx de enumeracdo entre conceitos e objectos.

Um conceito F € enumerado por um objecto x diferente de zero se e s6 se F é

% George Boolos, “The Consistency of Frege's Foundations of Arithmetic” (1987) em William

Demopoulus (ed.), Frege’s Philosophy of Mathematics, Harvard University Press, 1995.
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equinumérico ao conceito objecto menor que o predecessor de x ; F é enumerado
pelo zero se e s6 se nao existe nenhum x para o qual F seja equinumérico ao
conceito objecto menor que x, ou seja, se e sO se F for um conceito infinito:
Fnx <det Ay(YPxaFx[w:w<y]) v (—3y(Fx[w:w<y]) A x=0).
Antes de avancarmos com as demonstracdes definimos, para simplificar, as
seguintes expressoes:
X" =y <>def XPy ¥’

FuncR <def VX3ly (XRYy).

Principio do Numero Minimo: IxFx—=>3Im(FmaVYn(FnaAnzm—m<n))

Demonstracdo: Fixe-se F tal que ZxFx. Suponhamos, com vista a uma contradicéo,
que F ndo tem minimo, ou seja, que —7M(Fmavh(Fnanzm-—-m<n)). Defina-se
GX ¢>def XA (Y <XAFY).

Se FO entdo 0 seria 0 minimo de F. Segue-se que —F0 e, uma vez que nao
existem nameros menores que 0, que GO.

Suponhamos que GaraPb.

Suponhamos que Fb. Se y<bay=b, pela definicdo de <, teria que existir um c tal
que c201y+c=b. Mas sendo c=0, pelo axioma (az2), ¢ teria um antecessor (Unico pelo
axioma (as)) d. Teriamos entdo, pela definicdo de +, que a'=b=y+c=y+d'Hy+d)' e,
pelo axioma (as) a=y+d. Se d=0 entdo teriamos a=y e, dado que —Fa, teriamos —Fy.
Por outro lado, se d=0, teriamos y<a, e dado que Ga, teriamos também —Fy. Mas

entdo b seria 0 minimo de F. Segue-se que —Fb.

9 Esta definicdo é legitimada pelos axiomas (a1) e (a3) que garantem, respectivamente, a

existéncia de uma imagem para a funcdo ~ e a sua unicidade.
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Suponhamos agora que F(y<bAaFy). Entdo, pela definicdo de <, Fc(cz0y+c=Dh).
Pelo axioma (a2), c teria um antecessor (Unico pelo axioma (as)) d. Teriamos entéo,
pela definicdo de +, que a'=b=y+c=y+d'=(y+d)' e, pelo axioma (as) a=y+d. Se d=0
entdo teriamos a=y e, logo, Fa contradizendo Ga. Por outro lado, se d=0, teriamos
A (y<anFy), mais uma vez contradizendo Ga. Segue-se que —F(y<bAFy).

Dos dois ultimos paragrafos segue-se que Gb e, logo, dos trés ultimos segue-se
que P-trans-G.

Temos entdo que GOAP-trans-G, o que implica, de acordo com o0 axioma (aind)

que PXGx e, logo, que vk —=Fx. Contradicéo. [

Lema 2.1: =~ é uma relacao de equivaléncia

Demonstracdo: A igualdade € uma bijeccdo entre qualquer conceito e ele préprio,
pelo que F=F, ou seja, ~ é reflexiva. Por outro lado, se R € uma bijeccéo entre F e G
entdo a relacdo inversa R™ de R definida por xRy «sdetyRx é uma bijeccéo entre G e
F. Segue-se gque ~ é simétrica. Por ultimo, se R € uma bijeccdoentre Fe Ge S é
uma bijeccdo entre G e H entdo a composicdo de R e S definida por
X(S R)y¢»def 72(GzAXRzAzSy) é uma bijeccdo entre F e H. Segue-se que ~ €

transitiva. [

Lema 2.2: [x:xx<m]z[x:x<n]l—>m=n

Demonstracdo: Suponhamos que nao. Pelo Principio do Niumero Minimo existe
um minimo n tal que existe um minimo m com m<n e com [X:x<m]z[X:x<n]. Seja R
uma bijeccdo entre [x:x<m] e [x:x<n]. Dado que m<n temos FX(x<n) e, porque R é
uma bijeccdo, Fx(x<m). Segue-se que m=0=n. Mas entdo m5' e n=k' para algum j e

k. Entdo j<k<n. Seja b o0 Unico objecto tal que jRb e seja a o Unico objecto tal que
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aRk. Entdo a relacdo xR'y ¢«»(xRy x4 y=K) (x=ay=b) é uma bijeccéo entre [x:x<j] e

[X:x<K] contradizendo o facto de n ser o minimo. [J

Lema 2.3: —[x:xx=x]=[x:x<n]

Demonstracdo: Suponhamos que nado. Pelo Principio do NiOmero Minimo existe
um minimo n tal que [x:x=x]s[X:x<n]. Seja R uma bijeccdo entre [x:x=x] e [X:x<n].
Dado que n=0, pelos axiomas (a1) e (as) existe um Unico m tal que n=m'". Seja k o
anico objecto tal que kRm. Entdo xR'y¢»def(XRyax<k) U k<xr7z(y=Sz xRz)) é uma

bijeccao entre [x:x=X] e [x:x<m] contradizendo o facto de n ser o minimo. [

Lema 2.4: Fx[x:xx=x]van(F=[x:x<n])

Demonstracdo: Suponhamos que -(Fs[{x:x<n]). Devemos demonstrar que F é
equinumérico com o dominio, ou seja, que existe uma bijecdo entre F e o dominio.
A estratégia é definir, para cada n, uma relacdo funcional Rn que enumera os
primeiros n F's. Para cada n existira uma destas relacdes pois caso contrario
teriamos F2{x:x<n] para esse n. Os valores de duas relacdes Rn coincidem para os
argumentos em que estdo definidas pelo que sera possivel definir uma “supra-
relacdo” Q (a unido de todas as Rn) que serd uma bijecdo entre F e o dominio.

Digamos que uma relacdo binaria R “enumera os primeiros n F's” se e s6 se R é
uma relagdo funcional cujo dominio € [x:x<n], cujo contradominio € um subconjunto
de F, que preserva a ordem de [x:x<n] e se uma imagem de um elemento a de
[X:x<n] for maior que um elemento b de F entdo existe um elemento ¢ de [x:x<n]
menor que a e cuja imagem € b. Formalmente:

R-enumera-n «»def FUNCR A Va(Fb(aRb)«»a<n) A va vb(aRb—>Fb) A

Ava b v rd(a<braRcabRd—c<d) & a vb ve(FcraRbac<b—7d(d<andRc)).
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Para a relagdo vazia x&y<»defXx=X temos <rfenumera-0. Se R-enumera-n entéo
R'-enumera-n' em gue xR'y«¢»def XRY v(X=nAy=Kk) em que k € o minimo elemento de F
que nédo pertence ao contradominio de R (este minimo existe porque caso contrario
teriamos F&{x:x<n] via R). Por inducdo, para qualquer n, existe uma relacdo R tal
gue R-enumera-n.

Se R-enumera-n entdo R'-enumera-n' e, como n=n', ¥X(nRx«nR'x). Por inducéao,
para todos os w<n temos FX(WRx«»wWR'X), ou seja, as relagdes funcionais coincidem
para 0os argumentos em que estéo definidas.

Defina-se xQy«»def 7R(R-enumera-x'AxRy). Entdo Q € uma relacéo funcional cujo
dominio é [x:x=x], cujo contradominio € um subconjunto de F, que preserva a ordem
de [x:x=X] e para a qual, se existe um elemento ¢ de F menor que a imagem de um
elemento a de [x:x=x], entdo existe um elemento b de [x:x=X] menor que a para o
qual bQc.

Suponhamos que mQxAnQx. Se m<n ou n<m entdo X<x pois Q preserva a ordem

|98

do seu dominio. Dado que a relagdo X<y<»defx<y vx=y € total®™ temos m=n. Segue-se

que Q é injectiva.

% Demonstracédo: Defina-se Gx»def Hy(xsvy<x). Demonstramos por inducéo que vXGx.

Pelo axioma (a4) temos I%(0+x=x) e, pela definicdo de <, temos t%(0<x). Segue-se que GO.

Suponhamos que GanaPb. Fixe-se y. Pela definicdo de G temos a<ywy<a.

Se a=y entdo yPb. Dos axiomas (a4) e (as5) segue-se y+0'=(y+0)'=y'=b e, pela definicdo de <, temos
y<b.

Se a<y entdo, pela definicdo de <, existe um k=0 tal que a+k=y. Dado que k=0, o axioma (a2)
implica que k tem um predecessor w. Mas entdo, pelos axiomas (a4) e (as), temos
b+w=a'+tw=a+w)'=a+w'=a+k=y. Se w=0 entdo b=y. Se w=0 entédo b<y.
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Resta demonstrar que Q € sobrejectiva, ou seja, que o seu contradominio € F.
Suponhamos que existe um n maior que a sua imagem (em Q). Seja m o minimo tal
objecto. Q preserva a ordem de [x:x=x] pelo que, sendo m maior que a sua imagem,
a imagem de m é maior que a imagem da imagem de m. Contradizendo o facto de m
ser o minimo tal objecto. Mas < é total pelo que qualquer n € menor ou igual a sua
imagem. Suponhamos que Fx. Entdo x é menor ou igual & sua imagem. Se menor
entdo tem que existir um k menor que x tal que a imagem de k € x. Se igual entdo a
imagem de x é o proprio x. Em qualquer dos casos x é a imagem de algum objecto,

ou seja, Q é sobrejectiva. [

Lema 2.5: 3!x(Fnx)

Demonstracdo: Pelos lemas 2.2, 2.3 e 2.4. 1]

Este dltimo lema permite definir a funcdo numérica # como a funcdo que faz
corresponder a cada conceito F o objecto x que o enumera:
#F=X <>def FnX.

Por fim, demonstramos (ph):

(bh): #F=#G © F=G

Se y<a entéo, pela definicdo de <, existe um k=0 com y+k=a. Dado que k=0, o axioma (a1) implica
que k tem sucessor w. Pelo axioma (a2) temos wx=0, pois w tem um predecessor. Pelos axiomas (a4)
e (as) temos y+w=y+k'(y+k)'=a'=b e, pela defini¢cdo de <, y<b.

Segue-se que P-trans-G e, pelo axioma (aind) que VXGx. L]
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Demonstracdo: Se #F=0=#G, entdo, pela definicdo de #, -FH(Fw:w<y]) e
- (GA[w:w<y]). Pelo lema 2.4 segue-se que Fa[x:x=xX]~G, e pelo lema 2.1, F~G.

Se #F=n=#G e n=0, entdo, pela definicdo de #, FH(yPnaFxw:w<y]) e
A(yPnAGa{w:w<y]). Mas, por (as), os predecessores sao unicos, logo, sendo m o
predecessor de n, Fa{w:w<m]=G, e pelo lema 2.1, F~G.

Se F~G e #F=n, nZ0, entdo, pela definicdo de #, Fxw:w<m] em que m é o
predecessor de n. Pelo lema 2.1, Ga{w:w<m]. Pela definicdo de #, #G=n=#F.

Se F~G e #F=0, entdo, pela definicdo de #, Fa[x:x=x]. Pelo lema 2.1, Ga[x:x=x].

Pela definicao de #, #G=0=#F. [
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APENDICE 2a:

Interpretacdo de Q em GG™"

No que se segue vamos demonstrar (seguindo o texto de Heck®) que é possivel
interpretar a teoria Q (cujos axiomas sdo todos os axiomas de primeira-ordem de
PA2) em GG %,

G™®" o0 mesmo ndo é verdade do

Apesar de ser possivel interpretar Q em G
importante axioma da inducdo (aind). Em GG, como vimos no Apéndice la, a
relativizacdo deste axioma ao conceito de numero natural era uma consequéncia
quase directa da definicdo dos nimeros naturais como 0s numeros indutivos, a partir
do sucessor do zero, relativamente a todos 0s conceitos, mais o préprio zero. Em
GG nao é possivel definir o conceito de nimero natural desta forma pois na
formula

Nat(x): VF(Vw(OPw—Fw)AP-trans-F—Fx) v x=0
ocorrem quantificadores de segunda-ordem o que impossibilita a utilizacdo do
axioma (comp-pred) para deduzir a existéncia do conceito verdadeiro apenas dos
objectos dos quais ela é verdadeira.

Repare-se no entanto que, apesar de ndo ser possivel definir em GG o
conceito de nimero natural, nada nos impede de dizer que 0s niUmeros naturais sao

0s objectos para os quais a formula Nat(x) é verdadeira. Daqui poderiamos concluir

que a inducdo é de facto valida para os numeros naturais (apesar de ndo existir o

% Richard Heck, «The consistency of Predicative Fragments of Frege’'s Grundgesetze der

Arithmetik» (1996) em History and Philosophy of Logic, 17, 1996.

92



conceito de nimero natural) uma vez que a relativizagdo do axioma da indugéo (aind)
a férmula Nat(x) € um teorema de GG™",

Podemos entretanto perguntar se as relativizacdes dos restantes axiomas de PA2
a formula Nat(x) também s&o teoremas de GG"™?". A resposta é negativa. Apesar de
conseguirmos demonstrar que cada numero natural tem um Unico predecessor (a
excepcdo do zero) e um Unico sucessor ndo serd possivel demonstrar as
relativizac6es dos axiomas (ai1) e (az2) a formula Nat(x), ou seja, que o predecessor

(se existir) e 0 sucessor de um numero natural € sempre um numero natural. As

Nat Nat

demonstracdes dos axiomas (a1 ) e (a2”°) em PH de nada nos servem aqui uma
vez que nestas demonstracdes € utilizado o facto dos numeros naturais serem
indutivos em relacdo a conceitos definidos a custa do préprio conceito de nimero
natural (ver Apéndice 1a). Um exemplo é o conceito Fk¢»def72(zPk) A Vz(zPk—Natz)
definido no lema 1.6. Tinhamos entdo demonstrado que este conceito é verdadeiro
de todos os numeros naturais uma vez que FO, que Vw(OPw—Fw) e que P-trans-F.
Em GG, apesar de podermos considerar a férmula
For(x): 3Iw(wPk)AVz(zPk—Nat(z))
e demonstrar que For(0), que vw(OPw—For(w)) e que For(x)AxPy—For(y), ndo
poderemos concluir que Nat(x)—»For(x) uma vez que nao temos qualquer garantia
da existéncia de um conceito co-extensivo com For(x) e como tal ndo podemos
recorrer ao facto de Nat(x)— VF(w(OPw—Fw)AP-trans-F—>Fx) para demonstrar
Nat(x)—»For(x). Uma solugdo para este problema seria incluir na definicdo dos
nameros naturais, ou seja, na definicdo da féormula Nat(x) a validade da inducéo
sobre a férmula For(x), ou seja, redefinir a formula Nat(x) da seguinte forma:
Nat(x): (VF(Vw(0Pw—Fw)AP-trans-F—Fx)vx=0) A

A (For(0O)avavb(For(a)raPb—For(b))—>For(x)).
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Esta definicdo é, no entanto, circular uma vez que a formula For(x) foi definida em
termos da formula Nat(x).

Compreende-se agora a forga e importancia do axioma impredicativo (comp) na
interpretacdo de PA2 em PH: ele permite definir os ndmeros naturais como 0s
nameros cardinais para 0s quais a inducdo sobre qualquer conceito é valida,
incluindo o proprio conceito de niumero natural ou conceitos definidos a sua custa.

O facto de ndo ser possivel definir o conceito de nimero natural em GG™" da
mesma forma que o definimos em GG implica que ndo vai ser possivel demonstrar
as relativizagbes dos axiomas de Q a este conceito. O conceito em relagdo ao qual
vamos demonstrar as relativizacbes dos axiomas de Q sera o conceito Card de
namero cardinal.

Por outro lado, uma vez que os resultados de Dedekind em Was Sind und Was
Sollen die Zahlen? s6 séo validos no contexto da légica de segunda-ordem plena, a

interpretacdo de Q em GG ™" deve portanto incluir os axiomas (as),...,(a7).

Axiomas de Q (a interpretar):

(a1)  3y(xPy)

(a2) 3y(yPx) <> x=0

(@3) XPyawPz — (x=w<>y=z)
(a4) x+0=x

(a5) YPwA(x+y)Pz — x+w=z
(as) xx0=0

(@a7)  yPw — xxw=(xXxy)+x
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Defini¢des:

#F =def "X.IG(X="GAG~F)
Cardx <>def AF(x=H#F)
0 =def #[X:X#X]
XPy ©>det AFAW(Y=HFAFWAX=H#[z:FZzAZ#W]).
<X,Y> =def Nz:z="NW:w=X]vZz="[wiw=xvw=Y]]
Ad(X,y,z) <>def IFAG(X=HFAYy=HGCAIW(FWAGW)Az=#[k:FkvGK]) v
v ((—=Cardxv—=Cardy)Az="[x:x#X])
Mult(x,y,z) <>det IFAG(X=HFAy=HGAz=#[w:Jadb(FarFbaw=<a,b>)] v

v ((=Cardxv—Cardy)Az="[x:x=X]).

Teoremas:

(bh): #F=#G © F=G

Demonstracdo: Suponhamos que #F=#G. Pela definicho de # temos
. (FHXHAHAF)) *X.(H(X="HAH2G)). Pelo axioma (v-esq) temos
MHXLHAHAF) > H(X=""HAH~G). Pela reflexividade de =~ temos F=F e logo
HOF=HAH=~G). Pelo axioma (v-esq) temos Fw«Hw e, logo, a relacdo de
igualdade € uma bijeccéo entre F e H. Segue-se que F~H e, pela transitividade de =,
F~G.

Suponhamos agora que F~G. Se existe um conceito H tal que x="HAH=F, pela

transitividade de =~ temos H=~G e, logo, H~G. Pelas mesmas razoes
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(Xx="HAH~G)—>H=F. Segue-se que H(X="HAH~F)«> FH(Xx="HAH~G), e, pelo axioma

(v-esq), que ~X.(FH(X="HAH=~F))="x.(3H(x="HAH~G)), ou seja, #F=#G. []

Lema 3.1: Fx[w:3y(Fyaw=<k,y>)]

Demonstracdo: A expressdo-relacional R definida através da férmula

XRy e»defFxAy=<k,x> & uma bijeccéo entre F e [w: Fy(Fyaw=<k,y>)]. [J

(a1°¥%): cardx — 3Jy(CardysxPy)

Demonstracdo: Suponhamos que Cardx, ou seja, que F(x=#F). Da definicdo do
conceito P segue-se que VF(-Fx—>#FP#[w:Fwww=x]). Por (comp-pred) podemos
definir o conceito Gw<«»det A/(Fyaw=<x,y>) e, pelo lema 3.1, temos F~G. Por (ph)
temos x=#F=#G. Mas, da definicdo de par ordenado segue-se Wy (<x,y>#'z.(z#2)) e,
logo, —-G"z.(z#z). Segue-se que HG)PH[w:.Gwww="2z.(z#2)]), ou se€ja,

XP#[w:Gww=z.(z#Z)]). Segue-se que Fy(Cardy xPy)). []

(a2°%): Cardx — (Ay(CardyayPx)«>x0)

Demonstracdo: Suponhamos que Cardx e que F(yPx). Pela definicdo de P temos
H(FFKX=HFAFKAy=H#[z:Fzrz4])). Mas entdo x="F e FKFk. Se Faw:w=w] entdo
RAz([w:w=w]z1kRz) e, logo, z=z. Contradicdo. Segue-se que —F={w:w=w] e, por
(ph), #F=##[w:w=w], ou seja, x=0.

Suponhamos que Cardx e que x=0. Entdo F(x=#F). Se vk(—=Fk) entdo qualquer
relacdo é uma bijeccdo entre F e [w:w=w] pelo que, por (ph), temos

x=HF=#H[w:w=w]=0 0 que contradiz a suposicdo que x=0. Segue-se que existe um
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objecto k tal que Fk. Mas entdo, pela definicdo de P, temos #[w:Fwawx=k]P#F.

Segue-se que Fy(CardyayPx). [

(as°®Y%): CardanCardbaCardcaCarddraPbacPd — (a=c<>b=d)

Demonstracdo: Suponhamos que CardasnCardbaCardcaCarddaaPbacPd e que
a=c. Pela definicdo de P sabemos que existem dois conceitos F e G e dois objectos
k e g tal que b=#FAFknra=#[z:Fznz=K] e d=#GAGanc=H#[z:Gz1z=(]]. Segue-se que
#[z:Fzrz=K]=#[z:GzAz=q]. Por (ph) temos [z:FzAz=K]~[z:Gz z=q]. Pela definicdo de ~
existe uma bijeccédo R entre estes dois conceitos. Defina-se xQy ¢»def XRy Y(X=ky=().
Mostramos que Q € uma bijeccao entre F e G. Se Fx e x=#k entdo, uma vez que R é
uma bijeccao, Fy(Hyay=gAxRy). Segue-se que xQy. Se xQw entdo xRw v (x=kw=q).
Mas x=k pelo que xRw. Como R é uma bijeccdo temos w=y. Segue-se que
VAy(xQy). Pelas mesmas razbes temos FyAx(xQy). Segue-se que Q é uma
bijeccédo entre F e G. Pela definicdo de ~temos F~G e, por (ph), b=#F=#G=d.
Suponhamos agora que CardanCardbaCardcaCarddraPbacPd e que b=d.
Pela definicdo de P sabemos que existe um conceito F e um objecto k tal que
b=#FAFkra=#[z:FznzK] e um conceito G e um objecto q tal que
d=#GAGanc=H#[z:Gz1z=q]. Mas entdo #F=#G e por (ph), F~G. Segue-se que existe
uma bijeccdo R entre F e G. Se kRg entdo R também é uma bijeccdo entre
[z:Fznz4] e [z:GzAz=q]. Se, pelo contrario, existem dois objectos w e z tal que
kRwAzRq com w=gANZ=K entao a relacéo Q definida por
XQY ¢»def(XRy XKy =q) (X=2Aaw=() € uma bijeccdo entre [z:Fzaz=k] e [z:GzAz=q].
Segue-se que [z:Fznz#]~{z:Gz z=q] e, por (ph), que a=#[z:Fz z=K]|=#[z2:Gz z=q]=C.

0
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Antes de demonstrarmos as relativizagdes dos axiomas (as), (as), (a7) e (as)
devemos definir as operagdes + e x que ainda se encontram por definir. Para tal
devemos demonstrar, em primeiro lugar, que AzAd(x,y,z) e que FAzMult(x,y,z) ou
seja que as relacbes Ad e Mult podem ser interpretadas como operacfes e, em
segundo lugar, que CardxaCardy Ad(x,y,w)AMult(x,y,z) »>CardwaCardz, ou seja

que Card € um conceito “fechado” em relagéo a estas operagdes.

Lema 3.2: 3Il1zAd(x,y,z)

Demonstracdo: Se —Cardxv—Cardy entdo, pela definicdo de Ad, z=\[w:w=w] é o
anico elemento para o qual Ad(x,y,z). Suponhamos portanto que CardxaCardy.
Primeiro demonstramos que FzAd(x,y,z). Pela definicdo de Card existem dois
conceitos F e G tal que x=#Fay=#G. Definam-se o0s conceitos
IXedef[w: U(Fuaw==<0,u>)] e Kxe»defw: u(Guaw=<#[r:r=0],u>)]. Pelo lema 3.1 temos
J=~F e K=G e, por (ph), x=#F=#J e y=#G=#K. Por outro lado, uma vez que F#(r=0) e
-7 (r=), ndo existe qualquer bijeccao entre os conceitos [r:r=0] e [r:r=r]. Por (ph)

temos O=#[rr=]=#[rr=0]. Mas, uma vez que <a,b>=<c,d>—(a=c b=d)'®, os

10 Demonstragdo: Se <ab>=<c,d> pela definicio de <> temos ANzz=\w:w=a]v

vZNwiw=aww=b]]Nz:z="wiw=c]vz="[w:w=cww=d]]. Pelo axioma (v-esq) temos Vvz((z="[w:w=a]v
vZ=wiw=awvw=h]) «x(z="[wiw=c] vz ="[w:w=Cc vw=d])). Segue-se que Nw:w=a]="[w:w=C]A
ANwiw=aww=b]="[w:w=cvww=d] ou que Nw:w=a]=[w:w=Ccvw=d]\w:w=aww=b]="[w:w=c]. Por (v-esq)
isto implica que ou

() a=c((a=cAb=d)\(a=db=c)) ou

(i) a=cra=dc=anc=h.
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conceitos J e K ndo tém qualquer objecto em comum. Segue-se, pela definicdo de
Ad que Ad(X,y,#[w:IJwKw]).

Demonstramos por fim que #w:JwvKw] € o Unico z tal que Ad(Xy,z).
Suponhamos que Ad(x,y,z). Da definicAo de Ad segue-se que existem dois
conceitos L e M tais que X=H#Lay=H#Mn—-Fw(LwAMw) z=#[w:LwvMw]). Dado que
#L=x=#J e #M=y=#K segue-se, por (ph), que existe uma bijeccdo R entre L e J e
uma bijeccdo S entre M e K. Defina-se a relacdo T através da formula
aTb«def(LandbraRb) V(ManKbaaSbh). Entdo T € uma bijeccdo entre os conceitos

[w:LwuiMw] e [w:dwvKw] .1 De (ph) segue-se que z=#{w:Lw vMw]=#[w:IwvKw]. (]

Lema 3.3: 3!lzMult(x,y,z)

Demonstracdo: Se —Cardxv—Cardy entdo, pela definicdo de Mult, z="[w:w=w] é 0
anico elemento para o qual Mult(x,y,z). Suponhamos portanto que CardxaCardy.
Primeiro demonstramos que FzMult(x,y,z). Pela definicho de Card existem dois
conceitos F e G tal que x=#FAy=#G. Mas entdo, pela definicdo de Mult temos
Mult(x,y,#[w: Fazb(FarFbaw=<a,b>)]).

Demonstramos agora que #[w:Fab(FarFbaw=<a,b>)] € o Unico z tal que

Ad(x,y,z). Suponhamos que Ad(x,y,t). Da definicdo de Mult segue-se que existem

Repare-se que (ii) implica que d=a=c=b. Suponhamos entédo que (i). Entdo a=c. Mas (a=cAb=d)—b=d
e (a=cra=d b=c)— b=d. Segue-se (i) implica que a=c e que b=d.
Segue-se que a=cb=d.[J
191 pemonstracdo: Suponhamos que Lx. Entdo existe um Gnico y com Jy e xRy. Logo xTy. Se
XTw entdo, pela definicdo de T e uma vez que —-Mx (porque —K(LkAMk)ALx) temos JwaxRw. Mas

entdo w=y. Segue-se que Ay(xTy). Pelas mesmas razbes, se Mx—>Ay(xTy). Segue-se que

Lx vMx—Ay(xTy). Um raciocinio semelhante mostra que Jy Ky —>Ax(xTy). [J
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dois conceitos J e K tais que x=#Iay=#HKt=#[w: Fa b(JarKbrw=<a,b>)]). Dado que
#J=x=HF e #K=y=#G segue-se, por (ph), que existe uma bijeccdo R entre F e J e
uma bijeccdo S entre G e K. Defina-se a relacdo T através da formula
NTm«»def 7a b(FarGban=<a,b>)1F Md(JcAKdrm=<c,d>)raRc bSd. Entdo T é uma
bijeccéo entre 0s conceitos [w: FaFb(FarFbaw=<a,b>)] e
[w: FaFb(JarKbaw=<a,b>)].1%? De (ph) segue-se que t=#{w:FaF(JaKbaw=<a,b>)]=

=#[w: Fab(FarGbaw=<a,b>)]. [

Lema 3.4: CardxaCardyrAd(x,y,w)AMult(x,y,z) - Cardw A Cardz

Demonstracdo: Segue-se directamente do lema 3.2 e do lema 3.3 em que

Ad(X,y,#w:IwvKw]) e Mult(x,y,#[w: Fab(FarFbaw=<a,b>)]). [

Podemos agora definir as operacdes + e X:
X+y=z <>def Ad(X,Y,2)
XXy=2 <>def Mult(X,y,z)

e prosseguir com as demonstracdes.

192 Demonstracdo: Suponhamos que Faib(FarGbaw=<a,b>). Uma vez que R é uma bijeccéo

entre F e J e S € uma bijeccéo entre G e K segue-se que existe um Unico ¢ e um Unico d tais que

JcaKd. Mas entdo wT<c,d> Suponhamos que wTk entdo, pela definicdo de T,
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(asC¥%:  Cardx — x+0=x

Demonstracdo: Suponhamos que Cardx. Pela definicdo de Card existe um conceito
F com x=#F. Pela definicdo de 0, O=#[w:w=w]. Uma vez que —7k(k=K) segue-se que
-k (Fkak=k). Mas entéo, pela definicdo de Ad temos Ad(x,0,#w:Fwww=w]) e pela
definicdo de + temos x+0=H[w:Fwww=w]. Resta demonstrar que #[w:Fwwvw=w]=x.
Para este efeito repare-se que a igualdade é uma bijeccdo entre os conceitos F e

[w:Fwww=w]. Por (ph) temos x=#F=#[w:Fwwvwz=w]. [

(as“%).  CardxaCardyaCardwayPw — (x+y)P(x+w)

Demonstracdo: Suponhamos que CardxaCardy CardwayPw. Devemos demonstrar
que (x+y)P(x+w). Pela definicdo de + existem dois conceitos disjuntos F’' e G’ tal que
X=HF \WW=H#HG’ 2x+w=H#[z:F'z\G'z]. Pela definicho de P existe um conceito J e um
objecto k tal que W=#IAIJkay=#[z:Jzrz7]. Mas #J=w=#G’ pelo que, por (ph), temos
J~G e, uma vez que Jk, existe um objecto g com G’gq. Mas entédo
[z:Jz/z4K]~[2:G’'zAz=q] e, por (ph), y=H#[z:Jznz=K]=#[z:G'z1z=q]. Por outro lado, uma
vez que G'q temos G'qvi'q e, pela definicdo de P, temos
™* #[z:(F'zVG'z)nz=q]P(X+w).

Mas x=#F" e y=#[z:G'zrz=q] 0 que implica, pela definicdo de + e pelo facto de F' e
[z:G'zAz=q] serem conceitos disjuntos, que x+y=#[z:F'z\(G'z»z=q)]. Por outro lado
temos -F’q porque G'q e porque F' e G’ sdo conceitos disjuntos. Segue-se que

vz((Fz\(G'zrz=q))«((F'2vG'z)Az=q)) pelo que a igualdade é uma bijeccdo entre os

T’ ' (I’ AKd' nk=<c’,d’>)raRc’'AbSd’. Mas R e S sdo bijecdes pelo que c'=cnd’=d. Logo,
k=<c’,d’>=<c,d>. Um raciocinio semelhante demonstra que Aw(wTk). [J
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conceitos [z:FzG'znz=q)] e [z:(FzvG'z)az=q]. Segue-se, por (ph), que

x+ty=#[z:F'z\(G'zrz=q)|#[z:(FzVvG'z) nz=q] e, por (*), (x+y)P(x+w). []

(as°®%):  Cardx — xx0=0

Demonstracdo: Uma vez que Cardx, existe um conceito F com x=#F. Por outro lado,
pela definicho de 0, temos O0=#[z:zzz]. Segue-se, da definicho de x, que
xx0=#[z: Fasb(Fan[z:zzz]brz=<a,b>)]. Mas uma vez que -—Fw(w=w) temos
- (Fa(Fanz:z=z]brw=<a,b>)) pelo que qualquer relacdo € uma bijeccdo entre
0S conceitos [z:zzz] e [z:Fazb(Fan[z:z#z]brz=<a,b>)]. Segue-se, por (ph), que

xx0=#[z: Fab(Fan[z:z=z]brz=<a,b>)]|=#[z:z2=z]=0. [

(ar°*%): CardxaCardyaCardwayPw —> XxXw = (XXy)+X

Demonstracdo: Suponhamos que CardxaCardyaCardwayPw. Entédo, pela definicao
de Card, existe um conceito F tal que x=#F. Pela definicdo de P existe um conceito
W e um objecto k tal que w=HWAWkay=H#[zzWz z=]. Defina-se
Mz ¢>def Fab(FarWbaz=<a,b>) e Lz¢»etMz1 Va(z=<a,k>). Pela definicdo de x temos
xxw=#M e xxy=#L. Pela definicAo de + existem conceitos disjuntos G e H com
xxy=HG x=#H tais que (xxXy)+x=#[z:Gz\Hz]. Mas entao #G=xxy=#L e #H=x=#F pelo
que, por (ph), GsL e H~F. Segue-se que existe uma bijeccdo R entre L e G e uma
bijeccdto S entre F e H. Mas entdo a relagdo mTn¢def

103

(LmAGnamRnN) v7a(Faam=<a,k>1aSn) € uma bijeccdo entre M e [z:Gz\Hz] -, pelo

que, por (ph), xxw=#M=H#[z:Gz \Hz]=Axxy)+X. [

1% Demonstracdo: Suponhamos que Mz. Entdo existem dois objectos a e b tal que

FaWbnz=<a,b>. Se b=k entdo Lz (porque Mz va(z=<a,k>)) pelo que existe um Unico objecto z’ com
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APENDICE 2b;

A consisténcia de GG

Antes de demonstrarmos o resultado de Heck, vejamos porque é que (com-pred)
nao permite a interpretacado do Paradoxo de Russell.
Em primeiro lugar definimos a Extensdo de Russell, r, como a extensdo do
conceito objecto que ndo pertence a si proprio:
I =def "X.(X&X)
em que
Xey<>def IF(Yy="FAFX).

Tentemos demonstrar que rerrear .

Gz'AzRz'. Segue-se que zTz'. Se zTz"” entdo, pela definicdo de T, Gz"4zRz". Mas R é uma bijeccéo
pelo que z'=z". Segue-se que Mzab=k—»A7'(zTZ’). Se, pelo contrario, b=k, entdo, pela defini¢cdo de T,
ZTZz' para o Unico objecto z’ para o qual aSz'. Se zTz"” entéo, pela definicdo de T, aSz” pelo que, uma
vez que S é uma bijeccdo, temos z'=z”. Segue-se que Mzab=k—>7z'(zTz’). Segue-se que
Mz —>A2'(zTZ’).

Suponhamos que GzvHz. Se Gz entdo existe um Unico z' com Lz'Az’'Rz e, pela definicdo de T,
Z'Tz. Se z2"Tz entdo (Lz"21GzAz"Rz)vFa(Farz"=<a,k>1aSz). Mas se existisse um objecto a tal que
FaraSz teriamos Hz (uma vez que S é uma bijeccéo entre F e H) e, logo, GzaHz contradizendo o
facto de G e H serem conceitos disjuntos. Segue-se que Lz"21GzAz"Rz e, como R é uma bijeccdo e
Z'Rz, 2"=z'. Segue-se que Gz—-»72'(z'Tz). Se, pelo contrario, temos Hz entdo existe um Unico a com
FanzSa. Mas entdo para z'=<a,k> temos z'Tz. Se z"Tz entdo (Lz"/1GzAz"Rz) v7a(Farz"=<a,k>1aSz)
mas como G e H sao disjuntos e Hz temos -Gz e, logo, existe um objecto b com Fbaz"=<b,k>1bSz.
Mas S é uma bijeccao pelo que b=a e, logo, z"=b,k>=<a,k>=z". Segue-se que Hz—>7A2'(z'Tz). Segue-
se que GzvHz—>»A2'(2'Tz). [
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Suponhamos que r er. Pela definigdo de r, "x.(x #x) e"x.(x x). Pela definicdo de e,
F(X.(XeX) ' F A FAX.(x£X)), ou seja, ™X.(X £X) "X.(x&X). Logo, r gr. Contradi¢ao.

Suponhamos agora que regr. Pela definicdo de r, ™X.(xgx)g"x.(xeXx). Pela
definicdo de e, =FF("X.(x&X)="F A F*X.(x&X)). Se 0 conceito [x:xX] existisse, entdo
seguir-se-ia que —[xX:x&x]"X.(x&x), ou seja, *x.(x&X) g"X.(x#x). Eliminando a dupla
negacao obteriamos r er. No entanto, o axioma (comp-pred) ndo nos permite inferir
a existéncia deste conceito e, logo, impede a interpretacdo do Paradoxo de Russell.

Repare-se que uma consequéncia deste raciocinio é que, em primeiro lugar, r
nao pertence a si préprio, e, em segundo lugar, r , apesar de ser uma extensao de
uma formula, ndo é a extensdo de nenhum conceito, ou seja =7 (r="F).

GPred*

Antes de demonstramos a consisténcia de G comecamos por demonstrar a

consisténcia da teoria GG"¢

gue se obtém a partir de GG substituindo o axioma
(comp) por (comp-pred) (sem alterar o axioma (v)). A Unica diferenca entre as
teorias GG e GG ¢, portanto, que a primeira tem o a versdo habitual do
axioma (v) e a segunda tem a versao esquematica (v-esq).

Construimos um modelo M para GG

cujo dominio de primeira-ordem sao 0s
nameros naturais. A demonstracéo sera efectuada nos seguintes passos:

(a) Atribuimos uma denotacgdo a todos os termos para extensdes (doravante TE'S)
gue ndo contém nem quantificadores de segunda-ordem nem predicados;

(b) Definimos o dominio de segunda-ordem de M;

(c) Atribuimos uma denotacéo a todos os TE’s que contém predicados mas que
nao contém quantificadores de segunda-ordem;

(d) Atribuimos uma denotacdo a todos os TE’s que contém quantificadores de
segunda-ordem;

(e) Demonstramos que M satisfaz (comp-pred);
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(f) Demonstramos que M satisfaz (v).

(a) A denotacdo dos TE's sem predicados nem quantificadores de segunda-

ordem.

Sem perca de generalidade assumimos que a linguagem contém uma constante n
para cada numero natural n. Definimos o grau dos TE’s que ndo contém nem
predicados nem quantificadores de segunda-ordem da seguinte forma. Se A(x) é
uma férmula em que n&o ocorre nenhum TE entdo o grau de [*A(x)] é 0. Se A(x)
contém TE’s de grau n mas nao contém nenhum TE de grau superior a n entdo o
grau de [*A(X)] é n+l. Ordenemos todos os TE's sem predicados nem
quantificadores de segunda ordem numa sequéncia oxm, tal que, para cada n, na
sequéncia nx® encontram-se todos os TE’s de grau n. Suponhamos que f :N>->N é
uma funcéo injectiva. Definimos g(m,n)=2xf(m,n). Atribuimos ao TE que se encontra
na posicdo (0,0) a denotacdo g(0,0). Suponhamos que [*A(x)] é o TE que se
encontra na posicao (m,n) e que ja atribuimos uma denotacdo a todos os TE's que
se encontram em posicdes anteriores. Se existe um TE [*B(x)| numa posicdo
anterior a (m,n), tal que M satisfaz [ Vx(B(x)«<>A(x))], entdo atribuimos a [*A(x)] a
denotacdo de [*B(x) |, caso contrario atribuimos a [*A(x) | o nimero g(m,k) para o

qual todos os nlimeros g(m,x) com x<k ja foram atribuidos a algum TE. 1%

104 Repare-se que, se nem B(x) nem A(X) contém, nem TE's de grau superior a m-1, nem

predicados, nem quantificadores de segunda ordem, entdo, por suposicdo, todas as expressdes da

formula | vx(B(x)<>A(x)) | ja foram interpretadas por M, e logo, a prépria férmula.
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(b) O dominio de segunda-ordem de M.

Definimos o dominio de segunda-ordem de M como o conjunto dos conjuntos de
nameros naturais definiveis por formulas A(x) que ndo contém nem predicados nem
quantificadores de segunda ordem, ou seja, todos os conjuntos «, tal que existe uma
férmula A(x) sem predicados nem quantificadores de segunda-ordem, para a qual

nea < M satisfaz [ A(n) |, para todos os nomes n de niimeros naturais.**®

(c) A denotacdo de TE's com predicados mas sem quantificadores de segunda-

ordem.

Suponhamos que A(P41,..,Pn,x) € uma férmula que contém os predicados P4,...,Pn
mas que nao contém nenhum quantificador de segunda-ordem. Suponhamos
também que M atribui a cada Pi, como denotacdo, um conceito (conjunto de
nameros naturais) Ci pertencente ao seu universo de conceitos. Da definicdo do
universo de conceitos de M segue-se que, para cada i, existe uma férmula Ai(x),
sem predicados nem quantificadores de segunda-ordem, tal que

neCi < M satisfaz [ Ai(n) |,
para todos nomes n de nimeros naturais. Mas entéo, para qualquer n, M satisfaz
[A(P1,..,Pn,n)] se e s6 se M satisfaz [A(A1,..,Ann)], ou seja, M satisfaz
[VX(A(P1,..,PnX)>A(AL,..,An X)) . Mas A(A1,..Anx) ndo contém predicados nem
quantificadores de segunda ordem, pelo que ja atribuimos ao TE [*A(A1,..,An,X) |
uma denotacdo na alinea (a). Atribuimos a [~A(Pi,..,Pnx)| a denotacdo de

[AA(AL,..,AnX) .

105 Repare-se que, mais uma vez, M interpreta todas as frases [A(n)] desde que A(x) ndo

contenha predicados nem quantificadores de segunda ordem.
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(d) A denotacdo de TE's com guantificadores de segunda ordem.

Uma vez que o axioma (v) ndo regula TE’s deste género, atribuimos a todos estes

TE’s 0o nimero 0 como denotacgao.

(e) M satisfaz (comp-pred).

Se A(X) € uma férmula que ndo contém nem predicados nem quantificadores de
segunda-ordem, entdo pela definicdo do universo dos conceitos de M, existe um
conceito (conjunto de niumeros naturais) C tal que, para qualquer n,

neC < M satisfaz [ A(n) .
Logo, M satisfaz [ IFVx(Fx<>A(X)) |.

Se A(P1,..,Pn,x) € uma férmula que contém os predicados P4,...,Pn mas que nao
contém nenhum quantificador de segunda ordem, entdo, como vimos em (c),
existem férmulas Ai(x), sem predicados nem quantificadores de segunda ordem, tal
que M satisfaz [ VX(A(P1,..,PnX)<>A(A1,..,AnX)) . Segue-se que M satisfaz
[3FVX(FXx<>A(AL,..,AnX)) ], e logo, também satisfaz [ IFVx(Fx<>A(P1,..,Pn,x)) .

Isto demonstra que M satisfaz (comp-pred).

(f) M satisfaz (v).

Este resultado segue-se directamente da forma como atribuimos, nas alineas (a)

e (c), denotacdes aos TE’s que ndo contém quantificadores de segunda ordem, e da

definicdo do universo dos conceitos (conjuntos de nimeros naturais) de M. [

Na teoria GG

, 0 axioma (v) apenas regula TE’s que resultam da aplicacdo do
operador “N" a férmulas sem quantificadores de segunda-ordem. Se tivéssemos o
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axioma (comp), o axioma (v) regularia (indirectamente) todos os TE's. Porém, uma
vez que sO temos (comp-pred), (v) so regula (directa ou indirectamente) TE's sem
quantificadores de segunda-ordem. Foi por esta razdo que nos foi permitido atribuir
na alinea (d) o numero 0 como denotagdo a todos os TE's com quantificadores de
segunda-ordem.

Ao contrério de (v), 0 axioma esquemaético (v-esq) regula todo o tipo de TE’s. No
que se segue vamos demonstrar que a teoria GG, que, como vimos, se obtém

substituindo a partir de GG

substituindo o axioma (v) pela sua versao
esquematica (v-esq) também é consistente.

A demonstracéo é em tudo idéntica & demonstracdo da consisténcia de GG &
excepcao da alinea (d). Como é 6bvio, atribuir a todos os TE's o niumero 0 como
denotacao torna o axioma (v-esq) falso em M. Devemos portanto atribuir nUmeros
naturais a todos os TE's com quantificadores de segunda ordem, de forma a
respeitar esta versdo esquematica do axioma (v).

Definimos o nivel de um TE da seguinte forma. Se A(X) € uma férmula sem
quantificadores de segunda ordem, entéo o nivel de [*A(x)| é 0. Se A(x) contém
guantificadores de segunda ordem mas ndo contém nenhum TE que contenha
quantificadores de segunda ordem ent&o o nivel de [*A(x)] é 1. Se A(x) contém TE’s
de nivel n mas n&o contém TE’s de nivel superior a n ent&o o nivel de [*A(x)] é n+1.
Ordenemos todos os TE’s numa sequéncia oxo tal que na sequéncia nxw
encontram-se todos os TE’s de nivel n. Definimos h(m,n)=g(m,n)+1 em que g:N*>->N
é a funcdo que definimos na alinea (a).

Nas alineas (a) e (c) atribuimos uma denotacdo a todos os TE's de nivel O.
Suponhamos que [*A(x)] é o TE da posicdo (m,n), e que ja atribuimos uma

denotacdo a todos os TE's anteriores. Se existe uma formula B(x) tal que o TE
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[7B(x) | ocorre na lista numa posicao anterior a[ *A(x) ] e M satisfaz [ Vx(A(X)<>B(x)) |,
entdo atribuimos a [*A(x)| a denotacdo de [*B(x)]. Caso contrario atribuimos a
["A(X)] o nimero h(m,k) tal que todos os ndmeros h(m,x) com x<k ja foram

atribuidos a algum TE.

E facil ver, seguindo o mesmo raciocinio da demonstracdo anterior, que M

satisfaz (v-esq) e é um modelo de GG"™".
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